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RESUMEN

TITULO: SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES MEDIANTE GRUPOS
DE SIMETRIA

AUTOR: RAUL VILLAMIZAR NAVARRO™

PALABRAS CLAVES: Grupos de Lie, Simetrias, Trasformaciones infinitesimales, Coordenadas
canénicas, Ecuaciones diferenciales.

DESCRIPCION

Este trabajo de monografia ha querido estudiar con mayor profundidad el articulo titulado “Solving
Differential Equations by Symmetry Groups” publicado en la revista de la sociedad Norteameri-
cana de Matematicas “The American Mathematical Monthly” por el estadounidense John Starrett
en el afo 2002.

En el articulo el autor nos muestra que a partir de los grupos de Lie se pueden encontrar simetrias
dentro de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden; y estas simetrias inducen a
cambios de variables permitiendo transformar la ecuacién diferencial en una ecuacién en cuadrat-
uras y asi encontrar facilmente la solucion de la ecuacién diferencial ordinaria de primer orden.

La monografia esta dividida en cuatro capitulos, el primero hace un breve resumen sobre evolu-
cién de la teoria de grupos en las ecuaciones diferenciales y ademas presenta los conceptos,
definiciones y teoremas basicos abordados a lo largo del escrito. El capitulo dos describe los gru-
pos de transformaciones de Lie, las transformaciones infinitesimales, las funciones invariantes y
las coordenadas candnicas. En el capitulo tres se hace un analisis a las ecuaciones diferenciales,
y se muestra la forma de encontrar simetrias haciendo uso de los grupos de Lie y las coorde-
nadas canodnicas. El dltimo capitulo se encarga de mostrar la solucién y la ejemplificacién de
algunos métodos de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden utilizando las simetrias
de Lie.

"Trabajo de Grado.
“Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Mg Edilberto José Reyes Gonzales.
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ABSTRACT

TITLE: SOLUTION OF DIFFERENTIAL EQUATIONS BY MEANS SYMMETRY
GROUPS

AUTHOR: RAUL VILLAMIZAR NAVARRO™

KEY WORDS: Lie groups, symmetries, infinitesimal transformations, canonical coordinates, dif-
ferential equations.

DESCRIPTION

This paper work has required further study with the article titled “Solving Differential Equations by
Symmetry Groups” published in the Journal of the American Mathematical Society “The American
Mathematical Monthly” by the American John Starrett in 2002.

In the article the author shows that from the Lie groups symmetries can be found in ordinary
differential equations of first order and these symmetries lead to changes in variables allowing to
transform the differential equation into an equation in quadratures and so find easily solving the
ordinary differential equation of first order.

The monograph is divided into four chapters, the first a brief overview of the evolution of group
theory in differential equations and also introduces the concepts, definitions and basic theorems
discussed throughout the paper. Chapter two describes the Lie groups of transformations, the in-
finitesimal transformations, the invariant functions and the canonical coordinates. In chapter three
provides an analysis of differential equations and shows how to find symmetries using Lie groups
and canonical coordinates. The last chapter is about showing the solution and the exemplification
of some methods of ordinary differential equations of first order using Lie symmetries.

"Degree work.
“Faculty of Science. School of Mathematics. Director: Mg Edilberto José Reyes Gonzales.
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Introduccion

Resolver Ecuaciones Diferenciales es considerado uno de los problemas mas im-
portantes de la matematica aplicada y particularmente la fisica - matematica. La
enorme importancia de las ecuaciones diferenciales en las matematicas, y especial-
mente sus aplicaciones, se debe principalmente al hecho de que la investigacion de
muchos problemas de ciencia y tecnologia se reducen al lenguaje de las ecuaciones
diferenciales.

Ademas sucede con frecuencia que las leyes fisicas que gobiernan un fenémeno se
escriben en forma de ecuaciones diferenciales, por lo que éstas, en si, constituyen
una expresion cuantitativa de dichas leyes.

Ahora bien, este trabajo pretende llamar la atencién sobre la extensa teoria de los
grupos de Lie en relacién con las ecuaciones diferenciales, que hoy en dia constituyen
una de las ramas de la matemadtica con gran proyeccion desde el punto de vista
investigativo.

El principal objetivo de Sophus Lie fue crear una teoria para resolver ecuaciones
diferenciales mediante la teoria de grupos, de manera analoga a la teoria de Galois
para ecuaciones algebraicas.

Lie observé que los métodos clasicos de “resolucion por cuadraturas” de una ecuacion
diferencial comparten una caracteristica esencial: la invariancia de la ecuacién frente
a un grupo de transformaciones que depende continuamente de un parametro; en
otras palabras, dirfamos que, en realidad, “no hay una multiplicidad de recetas”
para resolver ecuaciones diferenciales sino que es posible distinguir una muy general
“receta tinica”.

Asi que en una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden se pueden identificar
simetrias, las cuales inducen cambios de variables y al hacer la clasificacién de la
ecuacion diferencial es posible hallar las soluciones de forma analitica.

10



Capitulo 1

Preliminares

En esta introducciéon se hace un breve comentario sobre el surgimiento de los gru-
pos de Lie en la solucion de ecuaciones diferenciales, y se presentan los conceptos,
definiciones y teoremas bésicos que se necesitan para desarrollar esta monografia.

1.1. La evolucion de la teoria de grupos en las
Ecuaciones Diferenciales

1.1.1. La nocion de grupo de Lie

La nociéon de grupo de transformaciones ha acompanado de forma implicita a la
geometria a lo largo de todo su desarrollo histérico. Las nociones de semejanza entre
figuras, presente desde el mismo origen de la geometria, presupone de algin tipo
de transformaciones del espacio que las contiene. De esta manera, en el lenguaje
actual hablamos de grupo de las semejanzas, y dos figuras se dicen semejantes si
estan relacionadas por alguna de ellas. Sin embargo, el estudio de los grupos, como
estructura algebraica, no se sistematizo sino hasta el siglo XIX.

El matematico noruego Sophus Lie (1842-1899) lleva la teoria de grupos del algebra
a la geometria analitica a lo largo de la segunda mitad del siglo XIX. Para estos
efectos Lie se apoya sobre la geometria analitica.

La nocién es simple. En una variedad diferenciable! en la que existen infinitas trans-
formaciones biyectivas, el conjunto de estas transformaciones es de forma natural
un grupo que a su vez contiene infinidad de grupos. La intuicién de Lie fue trans-
portar la geometria desde el espacio original al grupo de sus transformaciones. En

1Definicién 1.4.
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muchos casos, los grupos de transformaciones a considerar son de nuevo variedades
diferenciables. Es decir grupos de Lie.

Uno de los hechos matematicos que hace de los grupos de Lie potentes herramientas
para el tratamiento de las ecuaciones diferenciales es que son generadas infinites-
imalmente. Esto significa que existen ciertas transformaciones infinitesimales del
espacio que generan al grupo. Una transformacién infinitesimal no es otra cosa que
una ecuaciéon diferencial de primer orden.

1.1.2. Grupos de Lie en Ecuaciones Diferenciales

Una de las principales ideas de Lie era mostrar que los distintos métodos para re-
solver ecuaciones diferenciales pueden ser clasificados a través del estudio del cardcter
invariante de dichas ecuaciones por un grupo continuo de transformaciones. Esta
filosoffa ya aparecia en los trabajos pioneros de Felix Klein? que lleg a definir la
geometria como el estudio de las propiedades del espacio que son invariantes bajo un
grupo dado de trasformaciones. Matemaéticos y fisicos pronto reconocieron la profun-
da relacién entre el trabajo de Lie en ecuaciones diferenciales y las propiedades de
simetrias en distintos modelos, y utilizando sus ideas y las de Hamilton, Noether y
otros, se propusieron estudiar detalladamente los posibles resultados e implicaciones
que estas tenian.

1.2. Aspectos generales de la teoria de Ecuaciones
Diferenciales mediante simetrias

Definicién 1.1. Una funcion f : U — R definida en un abierto U de R™ es difer-
enciable en el punto xy con xg € U cuando las derivadas parciales

0 0 0
S (z0), 5 (w0), - 5o

existen, y ademds, para todo vector v = (o, s, ..., q,) tal que xo+v € U, tenemos
of of
f(zo+0) —f(xo)+a—x1'041+--.+axn ca, +7(v)
donde lim m =0.
w20 o

El término r(v) es llamado “resto” y esta definido de la siguiente manera

of
8!Ei

f(wo +v) = f(xo) —

(l’o) o7

2Matematico y Fisico alemén (1849-1925)
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Definicién 1.2. Una funcion real f : U — R definida en un abierto U de R™, se
dice que es de clase C' cuando las derivadas parciales

0 0 0
a—i(xox a—fﬁo% o a—i(w)

existen en cada punto xo € U y las n funciones definidas por

of

U —-R
8561' -

son continuas.

Mids generalmente, decimos que una funcion f : U — R es de clase C* cuando f
posee derivadas parciales en todos los puntos de U y las funciones

af of af

a—xl(xo)7 8—1'2([E0), ey a—xn(fﬁo) . U — R

son de clase C*~1 con k € N.

Por definicién podemos decir que una funcién f : U — R es de clase C° condo es
continua. También diremos que f es de clase C™ cuando f es de clase C* para todo
k> 0.

Definicién 1.3. Un espacio topolégico X es un espacio de Hausdorff, si para cada
x y cada y en X, con x # vy, existen V y W wvecindades de x y y respectivamente,
de tal manera que VNW = (.

Definicién 1.4. Un espacio topologico X de Hausdorff se llama variedad topoldgi-
ca de dimension n, si para cada punto p de X existe una vecindad homeomorfa a
un abierto de R™.

Definicién 1.5. Una variedad diferenciable es una variedad topoldgica dotada
de una estructura diferenciable de clase C'°; es decir todas sus derivadas existen y
todas son funciones continuas.

Definicién 1.6. Un Grupo de Lie es un grupo G con estructura de variedad
diferenciable C*° que se encuentra dotada de las operaciones, un producto

GxG: — G
(a,b) +— ab

13



Y una 1nversa

G: — G
r—>a_1

a

y ambas operaciones son diferenciables C°.

Ejemplo 1.1. G = R"” con la operacién suma de vectores es un grupo de Lie.

Ejemplo 1.2. G = {z € R : x > 0} con la operacién multiplicacién de nitimeros
reales es un grupo de Lie.

Definicién 1.7. Un objeto se dice que es stmétrico si se puede someter a ciertas
operaciones y el objeto permanece invariante después de cada una de las operaciones.
Cada una de las operaciones se llama sitmetria del objeto.

Definicién 1.8. Sea f: U CR"™ — R tal que U es un abierto de R", si la funcion
f tiene n-ésima derivada en un punto xqy, se puede construir un polinomio P, de
n-ésimo grado tal que P,(x¢) = f(xo) y P,Sk)(:vo) = f¥(xo) para k =1,2,...,n. De
hecho, el polinomio

f'(x0)
1!

f”(x[))
2!

f™(x0)

(x —20)+ ...+ n!

Pn(x) = f<$0> +

(.T - .CL’O) + (I’ - xo)na
posee la propiedad de que €l y sus derivadas hasta el orden n coinciden con la funcion
f y sus derivadas hasta el orden n, en el punto especificado xqy. Fste polinomio P,
se llama el n-ésimo polinomio de Taylor® para f en xy.

Para el caso en que xo = 0, el polinomio de Taylor de orden n se conuvierte en el poli-
nomio de Maclaurin® de orden n, el cual da aproximaciones en las vecindades
de x = 0, y tiene como formula general

PO O L, ),

1! 2! n!

Ejemplo 1.3. El polinomio de Taylor de grado n-ésimo para la funcién f(x) = e*,

en torno a x = 0 se escribe de la forma

1 2 1 3 1 n
Pn—l—l—m—i—gx +§x —i—...—l—mx.

3Matemadtico britanico (1685-1731)
1Matematico escocés (1698-1746)
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De esta expresiéon podemos escribir una aproximaciéon para e* como

1 1 1
P(x)%1+x+§x2—l—§x3+...+mx.

Teorema 1.1. Seann € N, I :=[a,b] y f : I — R una funcion que tiene derivadas
parciales hasta el orden n, que son continuas en I y donde f™*V) esta definida en
todo (a,b). Si xy € I, entonces para cualquier x en I y x # g, existe un punto c
ente x y xo tal que

f" (o) 2
TR
f+ (0
(n+1)!
f(”ﬂ)(c) )n—i—l'

- ) gy e

flx) = f(xo) + (x —20) +

)n+1

—)(:E—xo)"Jr (x — xg

Demostracion. Sean xy y x puntos dados, y sea .J el intervalo cerrado de los puntos
terminales xy y x. Si definimos la funcién F' en J por

— )"
F) = f(2) — f(8) — fD)(a—t) — ... — (o — "' para te
Entonces calculando su derivada en el punto t se tiene
(z—0)"

F(t) = — [ (1)

Si se define otra funcién R en el intervalo J por

r—1

R(t) := F(t) — ( ) F(zy), para teJ,

r — 2o

entonces R(xy) = R(z) = 0. Luego aplicando el teorema de Rolle, existe un punto ¢
en el intervalo J tal que

(x—o)F
(x — zg)"H!

0=R(c)=F(c) + (n+1) F(x).

De esta forma se obtiene

F(zo) = —( ! )(x_%)nHF’(C)

n+1/) (x—c)n
_ 1 (x —zo)" ™ (z— )" Lin
B (n—l—l) (x —c)n n! )
o f(n+1)(c) n41
= m(iﬂ —xp)"",

15



lo cual implica el resultado del enunciado del teorema.ll

Definicién 1.9. Sea f una funcion que tiene derivadas de orden (n+ 1) continua
en un cierto intervalo que contenga a un punto a. Entonces de la formula

n ) (2 () (g 1
) =30 i o a4 LS e

£+ (a0)

el término !

(x — x0)"*! es llamado resto de la férmula de Taylor.

Definicién 1.10. La notacion o (o-miniscula® ).

Sean f(z) y g(z) dos funciones definidas en un cierto intervalo que contiene el punto
a. Si g(x) # 0 para todo x # a en el intervalo donde se encuentra a, la notacion

f(z) =olg(x)] cuando = — a

significa que

lim M =0.

v—a g(z)
La expresion f(z) = o[g(x)] se lee “f(z) es de orden inferior a g(x)”, y tiene por
objeto dar a entender la idea de que para x proximo a a, f(z) es mucho mas pequeno

que g(z).

— 0 cuando z — 0.

Ejemplo 1.4. f(z) = o(z) cuando = — 0 significa que

f(z)

Una igualdad de la forma f(x) = h(z) + o[g(z)] significa que f(z) — h(z) = o[g(z)]

—h
o, dicho de otro modo,M — 0 cuando = — a.
g(x)
Ejemplo 1.5. sea sin(x) = z + o(z), entonces Sin(i)_gg = Singc(x) — 1 — 0 cuando

z — 0.

Nota. La féormula de Taylor puede expresarse con la notacién-o de la forma

"L Bz . .
flz) = Z fk—(')(x — z9)" +o((x —a)") cuando z — a,

°En 1909 Edmundo Landau (1877-1938) matematico alemdn, introdujo una notacién especial
muy apropiada cuando se utiliza en conexién con la formula de Taylor.
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siempre que la derivada f~1

punto a.

sea continua en un cierto intervalo que contenga el

Definicién 1.11. Una ecuacidon diferencial (ED) es una ecuacion que involucra
derivadas de una funcion desconocidas de una o mds variables. Si la funcion de-
sconocida depende sdlo de una variable (de tal modo que las derivadas son derivadas
ordinarias) la ecuacion se llama ecuacion diferencial ordinaria (EDO). Sila
funcion desconocida depende de mds de una variable (de tal modo que las derivadas
son derivadas parciales) la ecuacion se llama ecuacion en derivadas parciales

(EDP).

Ejemplo 1.6. La ecuacién,

dx
— = —kz
dt

es una ecuacién diferencial ordinaria; mientras que la ecuacién

Ox yay_’

es una ecuacion en derivadas parciales.

Definicién 1.12. Decimos que una funcion y = ¢(x) definida en un intervalo I
(es decir, ¢ : I CR — R) es solucion de una ecuacion diferencial en el intervalo
si, sustituida en dicha ecuacion, la reduce a una identidad. (En otras palabras, si
satisface la ED). Una ecuacion diferencial se dice resoluble o integrable por
cuadraturas si su solucion se puede expresar mediante integrales.

Definicién 1.13. Sea R un subconjunto abierto y simplemente conexo de R?, y
M y N dos funciones que son continuas en R. La expresion Mdx + Ndy es una
diferencial exacta si corresponde a la diferencial total de alguna funcién f(x,y)
continuamente diferenciable.

Una ecuacion escrita de la forma Mdx + Ndy = 0 se dice que es exacta si la
expresion del lado derecho es una diferencial exacta.

Teorema 1.2. Sean M y N funciones continuamente diferenciables en un sub-
conjunto abierto y simplemente conexo de R%. Entonces una condicién necesaria y
suficiente para que Mdx + Ndy sea una diferencial exacta es que

oM  ON

dy Oz’

17



Demostracion. Sean M y N funciones con derivadas parciales de primer orden
continua en R2 Si la expresién Mdx + Ndy es exacta, entonces existe una funcién
f(x,y) continuamente diferenciable en R para la cual la ecuacién

8]“(:6,?;)%r 8f(af,y)d
ox

Mdzx + Ndy = a9y Y,

se satisface en SR. Por lo tanto,

_Of(z,y)

)
M(r.y) = 00 _ Of(z,y)

N(x,y) = ——==,
(z,9) o
estdn en fR. Luego, por hipotesis y por el teorema de Clairaut obtenemos

oM g(aﬂx,y)) _Pfy) g<af<x,y>> _ON o

dy Oy ox oydx  Ox dy ox

Definicién 1.14. Supongamos que la ecuacion Mdx+ Ndy = 0 no es exacta, esto es

oM , ON

m #+ E Si p(x,y) es una funcion que hace que la ecuacion pMdz + pNdy = 0
Y x

sea ezacta, la funcion u(x,y) es llamado un factor integrante de la EDO. °

Teorema 1.3. Sean &(x,y, z),n(x,y, 2) y ((z,y, 2) funciones continuamente difer-
enciables en R3. Entonces una solucion general de la ecuacion

0z o0z
f(l’,y,Z)% + 77(357.% Z)a_y = C(Jf,y,z)

se puede obtener en la forma

¢(u,v) =0,

donde ¢ es una funcion arbitraria, y

u(x7 y? Z) = k? y u(x7 y? Z) = k?
constituyen una solucion del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
dx dy dz

£ry.2)  n@y2)  C(@y,2) (1.1)

Demostracion. La diferencial total de la ecuacién u(zx,y, z) = k esta dada por

uzdx + u,dy + u,dz = 0. (1.2)

6 Asumimos que p # 0.
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De (1.1) tenemos que

(1.3)

Luego si u(z,y, z) es solucién de (1.1), entonces al sustituir (1.3) en (1.2) obtenemos

§(x,y, 2)ue + (2, y, 2)uy + C(2,y, 2)u. = 0. (1.4)
Si diferenciamos v(z,y, z) de forma andloga a lo anterior tenemos
§(x,y, 2)ve +n(z,y, 2)v, + ((2,y, 2)v, = 0. (1.5)

Ahora resolviendo para &(x,y, 2), n(x,y, 2) y ((x,y, z) el sistema de ecuaciones (1.4)
y (1.5), se obtiene

§(x,y,2)0(y,2) _ nx,y,2)0(z,2) _ ((2,y,2)0(,y)

auwv) dwo) o) (1.6)

Por otro lado, si diferenciamos ¢(u,v) = 0, obtenemos

Oy dp _
5 —(vx + vzz$) =0,

(ux + uzzgc) + 0

Jyp

Dip
ou (

(“y+uzy)+%

vy + vzzy) = 0.

Eliminando —* y 7% de estas ecuaciones resulta que
ou = Ov

O(u,v) d(u,v)  O(u,v)
“0,5) VBer) ) 0

Luego de la ecuacion (1.6) tenemos que

O(u,v) _ &(x,y,2) O(u,v)
ANy,z)  nlw,y,z)0(x,y)
d(u,v)  ((x,y,2)0(u,v)

0z x)  n(w,y,2)0(z,y)
Finalmente si sustituimos las dos ecuaciones anteriores en (1.7), multiplicado por
0(u,v)
O(z,y)’
(2,9, 2)2 +0(2,y,2)2y = ((1,y, 2),
lo cual demuestra que ¢(u,v) = 0 es solucién de

GZ+ ( )GZ
or me,y,z dy

n(x,y, z) y dividiendo por resulta

§(z,y,2) =((z,y,2),

bajo la hipdtesis dada.ll
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Capitulo 2

Grupos de Transformaciones de
Lie

2.1. Grupo de transformaciones

Definicién 2.1. Sean D y R subconjuntos de R™ con x= (x1,x2,...,z,) € D, x*=
(7,25, ...,2) € R y A € R. El conjunto de transformaciones

P,: R — R”
x — X(x;\) =x5,

con la ley de composicion aditiva de pardmetros Ny y Ao, denotada por ¢(Ai, Ag)
forman un grupo de transformaciones sobre D, si se satisface los siquientes
azriomas.

1. Py es uno-uno y sobre.
Py, 0 Py, = Py, es decir, X(X(x5 M), Ao) = X(x;6(Aa + A1)
Py = I,es decir, X(x;0) = x.

Para cada Ny existe un inico Ay = —Ay tal que Py, 0 Py, = Py, 4, = Po =1,
es decir, X(X(x; M), A2) = X(x;0) = x.

Definicién 2.2. Se llama grupo de transformaciones de Lie de un pardmetro,
a aquel grupo que ademds de satisfacer los axiomas de la definicion anterior, cumple
con los siguientes axiomas:
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1. X\ es un pardametro que varia continuamente.

2. X es infinitamente diferenciable con respecto a “x” y analitica con respecto a
A.

3. &(A1, A2) es una funcion analitica.

Ejemplo 2.1. Grupo de traslaciones en el plano.
Consideremos el grupo de traslaciones

= x4\
v =y, MeR

Entonces podemos definir la trasformacion Py la siguiente manera:

P: R — R?
(z,y) — (@%y)=(@+\y)

Aqui vemos que ¢(A1, A2) = A1 + A2 ya que al iterar la operacién se obtiene

= I*+>\2:ZE+/\1+A2:[E+()\1+/\2),

*k

Ejemplo 2.2. Dado el grupo

x
1— Xz’
% Yy

1— Xz’

definiendo la transformacién P, tenemos:
P: R — R?
(z,y) — (27y) = (1—%7 1_yAx>

donde

six >0,

A
p={""
A > six <O.

8= 8|~
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Al iterar la operaciéon se obtiene

Qj** == I* = 1_:;11‘ = v
1 — dox* x 1— (A + X))z’
201 - >\2<1—)\1x) s+ Ao
% Yy
y** _ Yy _ 1-\iz _ Yy
1—/\237* 1_)\2< T > 1—(/\14‘)\2)1"
1-\z

Por lo tanto, la operacién entre parametros es la adicién; es decir, ¢p(Ay, Ag) = A\j+Ag,
teniendo de esta manera un grupo de Lie analitico.

2.2. Transformaciones Infinitesimales

Sean x en R", A en R y
x* = X(x;\),

un grupo de Lie de un pardmetro, tal que x* = x para A = 0 y para el que Py
designa la operacion entre valores del parametro.

Luego por Definiciéon 2.2 podemos expandir el grupo de Lie de un parametro al
rededor de A = 0, obteniéndose la siguiente expresién:

1 o 0X(x;A) B OX(x; M)
T T

X(x; A
para lo cual definimos £(x) = %

x"=x+A (—anj\; a)

> +0(N?),

A=0

A=0

Por lo tanto, la transformacién x + A{(x) es llamada transformacién infinitesimal
del grupo de transformaciones de Lie, y las componentes de £(x) son llamados in-
finitesimales del grupo de Lie de un parametro.

Sobre R?, estas ecuaciones son escritas de la siguiente manera

x* = X(z,y; \) = 2 + X(2,9) + o(A\?),
y = Y(x,y; \) =y + A\n(z,y) + 0()‘2)-
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2.2.1. Generadores Infinitesimales

Definicién 2.3. FEl generador infinitesimal del grupo de transformaciones de Lie de
un parametro x* = X(x; \) esta dado por el operador

V=V(x) =£(x)-V= Z& ax

donde V es el operador gradiente

Jd 0 0
V= (890{8@“”’8%)'

Para cualquier funcion diferenciable F(x) = F(z,y), tenemos

VF(X) = 5( Z f% 8:@

Claramente observamos que Vx = £(x).

Sobre R? el generador infinitesimal es expresado de la siguiente manera

y n(z,y) = (g—D -

VZf(I,?/)%%—n(x,y)a—y con f(m,y):(%)

El siguiente teorema muestra el uso del generador infinitesimal V = V(x) = £(x) -

V = g &i(x)=—, que conduce a un algoritmo para encontrar la solucién explicita
'L

del problema de valor inicial dado por

dx* .
=),

con

X =x para A=0
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Teorema 2.1. El grupo de transformaciones de Lie de un pardmetro x* = X(x; \)
es equivalente a

1 1 NP
X*:e’wx:x—l—)\Vx—{—§)\2V2x+...: |:1+)\V—|-§>\2V2+...:|X: A—ka,

donde el operador V = X(x) esta definido por V(x Zfl y el operador

VE = VE(x) esta dado por V¥ = VVF1 k= 1,2,... En partzcular, VEE(x) es
la funcién obtenida por la aplicacién del operador V a la funcion VF"1F(x), k =
1,2,..., con V'F(x) = F(x).

Demostracion. Sean

= Z&(X) 0

= Z&(X

Si expandimos el grupo de transformaciones de Lie x* = X(x;\) sobre A = 0,

tenemos
. \F de(x )\)
A=0 =0 k' ANk A=0 '

y en general,
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Consecuentemente, tenemos

dFx* K
dAk; )\:0 V (X>X7 Y ) )
lo que lleva a
X*:€AVX:X+>\VX+1>\2V2X+ = 1+)\V+1)\2V2—|- X—i)\—kvkxl
5 5 2 o .

Corolario 2.1. Si F(x) es infinitamente diferenciable, entonces para el grupo de
transformaciones de Lie x* = X(x;\) con generador infinitesimal V = V(x) =

ZZ:; fz(x)%, tenemos
F(x*) = F(eMx) = 'V F(x).

Demostracion. Sea

F(eMVx)=F(x") =) x (dF—(X*)

A partir de la relacion

d . o = OFxY)day O SOF(xY)
5000 = 3 T = 3 ) 2 = vy (e
Vemos que
P ) = V)Pl
d)\ X = X X
Asi,
L p)| = VR
d\ )\:0_
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Ejemplo 2.3. Consideremos el grupo de rotaciones

*

¥ = xcosA+ysin A,

*

y* = —xsin -+ ycosA\.

H) = (y, —x).

Por lo tanto, el generador infinitesimal se define como

9, 9,
ox (9y

En éste grupo el infinitesimal esta dado por

dx*

{(x) = (51(m,y)7§2(x’y)> _ <d>\ )\ dy*

oA

0 0
Y = gfl(l',y) + a_y€2<x7y)

Ahora, aplicando el Teorema 2.1 encontramos que la serie de Lie correspondiente al
generador infinitesimal

8 8

esta dada por

donde
Ve=vy, Va=Vy=-—
y en general

Ving =g, Vi"rlp = —y, V" 20x = —z, V" 3r =y, n=12,...,

Ving =g, VI"Tly =g, V" y=—y, V" 3y=—2 n=1,2,....
Consecuentemente,

* AV —
r =€ T kE: X
)\2 )\3 )\4 )\5

A
= T YT gt gyt r Yt

A2\ AN
= (1_§+Z+ ) ()\—g—i-g—i—...)y

= xcos A+ ysin .

| >
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Similarmente, para y* tenemos

A2 M B YISt
= (1—§+Z—|—...)y—()\—g—i-g—l—...)x

= Yycos A — xsinA\.

2.2.2. Funciones Invariantes

Definicién 2.4. Una funcion F(x) infinitamente diferenciable, es una funcién in-
variante del grupo de transformaciones de Lie x* = X(x;\) si y solo si, para
cualquier grupo de transformaciones x* = X(x;\) se cumple que F(x*) = F(x).

Teorema 2.2. F(x) es invariante bajo el grupo de transformaciones de Lie x* =
X(x;A) sty solo si VF(x) = 0.

Demostracion. Por el Corolario 2.1, se tiene que

| >~

F(x*) =MV F(x i TV F(x) + A\VF(x )+%)\2V2F(x)—|—...,

y por hipétesis tenemos que F(x*) = F(x), entonces
1

& AVF(x) + %)\QV2F(X) +...=F(x) — F(x)

1 1
<~ F(X) AV + 5)\2))2 + 5)\3]}3 +

Teorema 2.3. Para un grupo de transformaciones de Lie de un pardmetro
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se cumple la dentidad

si y solo si, VF(x) = 1.

Demostracion. Como

F(x) = MVF(x) = 30 5 VEF(x) = F(x) + AVF(x) + %mﬂp(x) 4o

y por hipétesis tenemos que F(x*) = F(x) + A. Entonces

F(x*) = F(x)+AVF(x)+ %/\2V2F(X) +...=Fx)+A

& AVF(x) + %)\2V2F(X) +...=F(x) - Fx)+ A

1 1
& AF(x) v+§w2+§vv3+... =\
0 )\k—Q _—
& F(x) Z(k_l)'v =1
k=2
s VIP(x) =1, k=23,
& VFx) =11

2.2.3. Coordenadas Canonicas

Al hacer un cambio apropiado de coordenadas

y =Y = (1100020, - a(x))
para el grupo de transformaciones de Lie de un pardmetro x* = X(x; A), el generador

infinitesimal V(x) = Z &(x) 0
i=1

con respecto a la coordenada x = (x1, s, ..., T,)

gl’i

= 0
se convierte en el generador infinitesimal V(y) = an(y)a— con respecto a la
, Yi
=1
coordenada y = <y1 (%), y2(x), . .. ,yn(x)> . Entonces es necesario que V(x) = V(y)
a fin de tener el mismo grupo de accion.
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El infinitesimal con respecto a la coordenada esta dado por

1) = (M@, mB)) = VE)y.

Al usar la regla de la cadena, tenemos

8]
Z& Z@ yax m Zm

Por tanto, a fin de tener V(x) = V(y), es necesario que

9
}:& % ) vy, j=12..m

8@/]

Teorema 2.4. Con respecto a la coordenaday = <y1 (%), y2(x), . .. ,yn(x)> , el grupo

de transformaciones de Lie de un pardmetro x* = X(x;\) se convierte en

Demostracion. De la ecuaciones

F(x*) = F(ew(x)x) = e)‘v(x)F(x)

y = (310,200, ... (%))

obtenemos

Teorema 2.5. Para todo grupo de transformaciones de de Lie de un pardmetro x* =
X(x; A), existe un conjunto de coordenadas canénicasy = (yl (%), y2(x), . .. ,yn(x)>
tal que las ecuaciones del grupo son equivalente a

v, = Vi, 1=1,2,...,n—1,
y:z = Yo+ A

Demostracion. Por Teorema 2.2 tenemos
yi = yi(x") = yi(x)
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si y solo si
Vy;(x) =0, i=1,2,...,n—1.

Por lo tanto, y;(x) esta dada para cualquier solucién particular r(x) de la ecuacién
diferencial parcial no homogénea de primer orden

V() = EX) g + )5+ -+ () =0
de la cual resulta el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
dx, dxsy dzs dz,,
G0 7 &) )T Gk
la cual posee n—1 soluciones, satisfaciendo la ecuacion y; = y; parai =1,2,...,n—1.

Por el Teorema 2.3 se deduce que

Yn = Yn(X") = yn(x) + A.

si y solo si

Vyn(x) = 1.

Por lo tanto, y,(x) esta dada para cualquier solucién particular s(z) de la ecuacién
diferencial parcial no homogénea de primer orden

or or or

Vr(x) = &i(x ) +§2( )8 s -.+fn(X)6—xn:1.

Al resolver esta ecuacion por el método de las caracteristicas satisface la ecuaciéon
del grupo y; =y, + \.1

Teorema 2.6. En términos de cualquier conjunto de coordenadas canonicas y =
(y1 (%), y2(x), . . . ,yn(x)>, el generador infinitesimal del grupo de trasformaciones de

Lie de un pardmetro x* = X(x; \) se convierte en

0
V(y) = 8_yn

Demostracion. Como V(y Z ni(y

candnicas, para

Vy(x) =0, i=1,2,...,.n—1 y Vy,(x)=1 se deduce que
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ni(y) = Vy; =0, i=1,2,....,n—1,

de donde se obtiene que V(y) = %.I

Ejemplo 2.4. Consideremos el grupo

Asi que la coordenada canénica r(x,y) satisface

or or
Vr_x8_$+2ya_y —O,

> Lo de o dy . i
resultando la ecuacion caracteristica — = 2y’ que al solucionarla nos da la solucion
T

general

T(.T,y) = 5 = Ca

22
la cual satisface la igualdad

e oYy oy
T(l’vy)zxﬁ:w:ﬁ:ﬂ%y)-

Por otro lado, la coordenada canénica s(x,y) satisface

s Os
VS_$%+2y8_y =1,

) ., , .. dzx dy ) dx
resultandonos la ecuacién caracteristica — = o = ds; y solucionando — = ds
x Y x

obtenemos,

s(z,y) = In(z).

Verificandose
r(z*,y*) = In(z*) = In(e*z) = In(z) + In(e*) = In(x) + \.
Por lo tanto, el grupo

etx,
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tiene coordenadas candnicas (T(az,y),s(a:,y)> = (—2,1n(3:)>.

Ejemplo 2.5. Consideremos el grupo de rotaciones

*

" = xcos A —ysin\,

*

= xsin A+ ycos .

0 0
El generador infinitesimal para este grupo esta dado por V(x) = T T Yg
Y x
Por tanto, la coordenada canénica r(x,y) satisface
or or
V’r‘ = r— — —_— = N
oy Yor
> L .dy dx >
de la cual obtenemos la ecuacion caracteristica — = —, cuya solucién puede
x -y

escribirse como

r(z,y) = Va? +

Esta solucién verifica
r(z*,y") = V2 +y? = \/xQ cos? A + 22 sin® A + y2 sin® A + y2 cos? \

= \/xz(sin2 A+ cos? \) + y2(sin® X + cos? \) = r(z, ).

Para encontrar la segunda coordenada s(x,y) consideramos

O0s 0s
Vs=r——y—=1
By Jor
. ... dy dx .,
de la cual resulta la ecuacién caracteristica —- = — = ds. Entonces una solucién
x -y

particular para la coordenada s(z,y) estaria dada al solucionar Y _ ds y seria
x

. (Y . Yy
S\@,Yy) = arcsimy| — = arcsin| —— ).
( ) < r ) ( /x2 + y2 )

Por lo tanto, el grupos de rotaciones

*

xr® = xcosA—ysin )\,

*

= xsin A+ ycos A\,

tiene como coordenadas canénicas (r(z,y), s(z,y)) = (w /x? + y?, arcsin ( \/ngyQ)> :
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Capitulo 3

Analisis de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias mediante
grupos de Lie

3.1. Simetrias de las Ecuaciones Diferenciales Or-
dinarias (EDO) de primer Orden.

Definicién 3.1. Los puntos de simetrias del grupo de Lie de un pardmetro para las
ecuactones diferenciales ordinarias son de la forma

x* = X(z,y;\) = 2+ M(z,y) +o(\?)
y' =Yy d) = y+n(@,y)+o(N).

Dada la ecuacién diferencial ordinaria de primer orden

dy
dr w(z,y),
dotada de la condicién de simetria
dy* -
d{[‘* - U}(ZE Y )7

y y como funcién de x de las curvas solucién, podemos prolongar la condicion de
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simetria de la siguiente manera:

dy_ d[Y(@yN] _ dly+ (@, y) +o(\)]
des d[X(z,y;N)] d[e+ Az, y) + 0o(A2)]

dy + )x[a”dx + 877dy} + o(\?

(A9
dx + A [%dw + ‘%dy} + 0(\?)
)

& +>\[8"+§ng +0(\?)

T A%+ £ 4 o(3?)

w(z,y) + A [nx + w(z, y)ny] +0(N?)
14+ A [&c + w(z, y)fy] + 0(A\?)

Pero como
w(z,y) + A [nx + w(z, y)'rzy} +0(\?)
14+ A [fx + w(w, y)é’y] + 0(A\?)

= w(z",y"),

al expandir el lado derecho de la ecuacion anterior en una serie de Taylor, al rededor
de A\ = 0 obtenemos,

w(w,y) + Aln 4w,y +o(?)
1+ A [ﬁm + w(zx, y)gy] + 0(A\?)

= w(z,y) + A [wz(rc, )&+ wy(z,y)n| + o(A?)

que al simplificarla nos da como resultado la EDP de primer orden

Ne + w( ém) gy - wazg — Wyn = Oa

la cual es llamada condicion de simetria linealizada para el grupo de trasfor-
maciones de Lie, en la resolucién de ecuaciones diferenciales de primer orden.

3.1.1. ;Coémo encontrar las soluciones de la condicién de
simetria linealizada del grupo de transformaciones de

Lie?
La ecuacién en derivadas parciales

Ne + w(ny - ém) - wzéy - wxf — Wy = O,

siempre tiene la solucién
n(z,y) = &z, y)w(z,y).
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En efecto,

(Eaw + Ewy) + [(Eow + Ewy)Jw — Eu® — Ew, — Ewwy = 0.

Por esta razén la expresion n(z,y) = £(z,y)w(x,y) es llamada solucion trivial
del grupo de Lie de un pardmetro.

Las soluciones no triviales” de la condicién de simetria linealizada del grupo de
transformaciones de Lie son encontradas hallando funciones &(x, y) y n(x, y) de modo
que satisfagan la ecuacién diferencial parcial de primer orden.

3.1.2. Coordenadas Candnicas para resolver EDO de primer
Orden

Dado cualquier grupo de transformaciones de Lie de un parametro con puntos de
simetria

ot = X(w,y M) =2+ A2, y) +o(N\?)

v o= Y(z,yA) =y + Mz, y) +o(N),

existen coordenadas canénicas (r,s) = (r(z,y), s(z,y)) de modo que los puntos de
simetria se convierten en el grupo de transformaciones

*

ro=r
s* = s+ A,

en donde éstas coordenadas pueden encontrase al solucionar las ecuaciones en derivadas
parciales

Vr=r§+r,mn=0
Vs = 5,§ + syn = 1.

Nota: Si £(z,y) = 0 o n(z,y) = 0 entonces podemos resolver el anterior sistema
de EDP directamente para obtener (r,s) = (a:,f ‘i—y> o (r,s) = (y,f %), de lo
contrario las EDP se resuelven por el método de las caracteristicas.

Definicién 3.2. En términos de coordenadas canonicas una ecuacion diferencial

d
ordinaria de primer orden d—y = w(x,y) admite la simetria
x

ds s+ w(z,y)s,
dr — r, + w(z,y)ry,’

"Para encontrar estas soluciones no hay un método estandar, por lo tanto es aconsejable buscar
polinomios sencillos de una sola variable, y hacer las respectivas pruebas a mano. Otra forma mas
agradable y rapida es utilizar algiin programa computacional.
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Figura 3.1: Soluciones de las EDP sobre el plano (z,y).

la cual se conoce como condicion de simetria no lineal en coordenadas
canonicas.

3.1.3. Factor integrante de una EDO de primer orden

dy
La solucién general de una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden e
x

w(z,y) esta dada por la familia de curvas t(x,y) = C, con C constante. Entonces

dt
— =t +t,y =0.
dx Ty

Por lo tanto,
ty + tyw(z,y) =0,

se encuentra sujeta para todas las soluciones de la ecuacién diferencial ordinaria.

d
Ahora, si suponemos que d—y = w(z,y) admite puntos de simetria del grupo de
x

transformaciones de Lie, (Definicién 3.1) los cuales dejan invariante la familia de

. dy :
curvas solucién —— = w(x, y), entonces se satisface

dx

ot

ot
Vt = f(:ﬂ,y)% +77(:v,y)a—y =1 con n#&w.
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ot
Ahora despejando t, de t, + t,w(x,y) = 0 y sustituyendo en Vt = f(.ﬁlﬁ,y)% +

ot
n(m,y)a—y = 1 tenemos:

ty = ! ,
n—&w
y por tanto
=
Ton—¢gw

Finalmente sustituyendo estas dos ultimas ecuaciones en j—; =t, +t,y = 0 se tiene
que

dw 1

dr n—fw(yl_w>'

De este modo se define ﬁ = p(z,y), donde p(z,y) es llamado factor de inte-
gracion de la ecuacién diferencial ordinaria.
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Capitulo 4

Solucion de algunas Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias de Primer
Orden mediante Simetrias

4.1. Algoritmo y Ejemplos de algunas EDO de
primer orden

4.1.1. Algoritmo para resolver EDO de primer orden

Para encontrar la solucion de una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden
haciendo uso de la simetria de Lie se sigue el siguiente algoritmo.
1. Hallar las simetria de Lie utilizando la condicién de simetria linealizada
2 —
TIerw(le—éa:)—w §y — we€ —wyn =0.

2. Utilizar las soluciones de la condicién linealizada de la simetria para encontrar
un sistema de coordenadas candnicas en que las soluciones dependan de solo

de d
una de las variables. Para ello, se integra las ecuaciones caracteristicas — = i
n
de  dy
y — = — =ds.
& 1
3. Sustituir las coordenadas candnicas en la condiciéon de simetria no lineal dada
por

ds s+ w(x,y)s,

dr 1, + w(z,y)ry,’

y resolver la Ecuacién Diferencial en el sistema de coordenadas canénicas.
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4. Expresar la solucion en las coordenadas originales.

4.1.2. Ecuaciones en cuadraturas

Decimos que una ecuacién diferencial esta en forma de cuadraturas cuando sucede
alguna de las siguientes situaciones.

1. La EDO depende sélo de x; es decir,

dy _

o = F(z).

La simetria de ésta ecuacion esta dada por

N + F(f’?)(ﬁy - 5:(:) - F(.T)ny - F/(x)f - 07

cuya solucién es

2. La EDO depende solo de y(x); es decir,

dy

Y~ Fly).

La simetria de ésta ecuacién esta dada por

e + F(y(x))(ny — &) — F(y(x))?&, — Fy(x)n =0,

cuya solucién es

Ejemplo 4.1. Resolver la ecuacion

d?/_z
dx_y'

Si sustituimos la ecuacidn diferencial en la condicidén de simetria linealizada tenemos
N + ¥ (ny — &) — y'&, — 2y(2)€ = 0,

y pot tanto



Ahora hallando el sistema de coordenadas candnica con la condicién de simetria
linealizada obtenemos

(r(ﬂ:,y),é‘(w,y)) = (y/dg—m) = (y,2).

Luego, sustituyendo estas coordenadas canodnicas en la condiciéon de simetria no
lineal se tiene

ds sy +w(z,y)s, 1+0 1

dr  rotw(z,y)r, o+y*(l)  y*
ds 1

Expresando 32 en términos de 7 o s nos resulta que Pt e integrando tenemos
roor

s =2Lnr + C, o lo que es lo mismo r = Cez.

z : * 7 o . . x
Por 1ltimo expresando la solucién en las coordenadas originales se obtiene y = Ce2
que facilmente puede comprobarse que es una solucién general de la EDO dada
inicialmente.

4.1.3. Ecuaciones en variables separables

Una ecuacion diferencial es separable si se puede escribir de la forma

En esta ocasién al método de Lie nos lleva a obtener la simetria

e + f(@)g(y)(ny — &) — f(@)?9(y)*E, — [(@)g(y)E — f(x)g' (y)n = 0,

la cual posee soluciones tales como

£=0 n=9(y),
1
f—m n =20,
1
f—m n=gy),
§=0 n=e [I@de,



la condicion de simetria linealizada para la EDO es

. — sin(x)y(n, — &) — sin(z)*y*¢, + cos(z)yé + sin(x)n = 0,

arrojandonos las siguientes soluciones

§=0 n=y,
1
= pu— O’
: sin(z) 7
1
$= sin(z) =y
5 =0, n= ecos(m)'
. , 1 L.
Tomando la simetria £ = — @) n = y, para encontrar las coordenadas canonicas
sin(x
tenemos,
1 or n or 0
"~ sin(z) Oz y@y
1 0Os ds

~ sin(z) Oz jLy(?y

Solucionando las ecuaciones diferenciales parciales obtenemos que

r(z,y) = In(y)+ cos(z) =C,
s(x,y) = —cos(z)+C.

Sustituyendo las coordenadas canodnicas en la condiciéon no lineal obtenemos

ds  sin(x) + (— sin(z)y) (0) ~ sin(@) 1

dr— —sin(z) + (— sin(2)y(;) 2sin(x) 2’

que al integrar nos da la solucién 2s = —r 4 C.

Finalmente, sustituimos la solucién de las coordenadas candnicas a las coordenadas
originales obtenemos la soluciéon

In(y) = cos(z) + C => y = Ce =@ O > 0.

4.1.4. Ecuaciones Homogéneas

Una ecuacion diferencial homogénea se puede expresar de la siguiente manera

2=r(3)
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Conduciendo a la condicién simetria linealizada

m+f(§) <ny—5x>—f(§)2§y—fm (g)f—fy (g)nzo,

donde algunas de las soluciones son
=z n=y,
x
=0 nz—%Hﬁ(§)~

Ejemplo 4.3. Halla la solucién de la EDO dada por

dy 'y
dx_:v—'—e'

Pasando la ecuacion diferencial a la simetria linealizada resulta

2
x y T y Y Y 1 1 4 B
wt (5 ) mmer (T ) e (B i) e (507 mo

y halldndole algunas de las soluciones tenemos

y
g:o n=-,

xr
E=x n=y+aes,
=2 n=y.

Ahora, considerando la simetria £ = x 71 = y, para encontrar el sistema de coorde-
nadas candnicas resulta

or or

V’I“ = ZE% + ya—y 0,
0s 0s

Vs = x% + ya—y 1

Asi las ecuaciones en derivadas parciales tienen como solucién las siguientes igual-

dades
r(m,y)zizC’ y  s(z,y)=xz+C.

Al sustituir las soluciones candnicas en la condicién de simetria no lineal resul-
tard que

ds e S
dr jje% 7"26% ’
que al integrar nos da la ecuacién In(s) = —e ™ + C, y sustituyendo las variables
. . .2 . _Y . z
originales en la solucién canénica obtenemos In|z| = —e™» + C, siendo esta una

solucién a la EDO dada.
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4.1.5. Ecuaciones lineales de primer orden

Una ecuacion lineal de primer orden tiene la forma

24 Pla)y = QUa),

que al escribirla en la forma de Lie se tiene,

e + (—P(@)y + Q(z)) (n, — &) —( PGy +0Q(w))2§y + (=P'(z)y + Q'(x))€ —

£ = n =n(r),

Ejemplo 4.4. Halle la solucién de la EDO

d 1
A ——y+2.
dx T

Expresando la EDO aplicando la condicién de simetria linealizada se tiene

+(—l +2)( —g)—(—l +2)2§+<£>§—<—1> ~0
et =y +2) (& —y v+ (5 —Jn=0,

que posee soluciones tales como

1
5 = n=—-,
x
£ = n=,
§=x n=2r-—y
Tomando la simetria € = 0 n = x y encontrando el sistema de coordenadas
canonicas nos resulta que
or
Vr=x— =0,
dy
0s
Vs =x— = 1.
dy
Al resolver las ecuaciones parciales tenemos como solucion r(z,y) = =z = C'y
s(z,y) = zy + C, que al sustituirlas en la condicién de simetria no lineal nos resulta
ds
— =2z = 2r,
dr

cuya solucién es s = r? + C'. Al sustituir esta solucién en las coordenadas originales
tenemos la solucién de la EDO dada inicialmente, siendo zy = 2% + C.
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4.1.6. Ecuaciones Exactas

Una ecuacion es exacta si se puede escribir de la forma

dy  P(z,y) oP _9Q

P - -V = — — .
(x,y)dxr + Q(x,y)dy=0 o O 0.y) con o o

Reemplazando la EDO dentro de la condicién de simetria linealizada tenemos

nf+( g&y>( —&) - ( P@;)i@ (1( g%%))&—(%(—%%%)>n=0,

aportando algunas simetrias como
{=Plz,y) n=0
§=0 n=

Ejemplo 4.5. Encuentre la solucién general de la EDO
dy 2y

dr ~ 22-1
Reemplazando la EDO en la condicion de simetria linealizada se obtiene

met (22, — ) — (~22) g, — (e — (22 =0,

y solucionando la EDP obtenemos algunas soluciones tales como

1
:0 = -
§ =57
E=2"-1 0= -2y,
1
g_Qxy nzl—x2.

Luego, tomando la simetria ¢ =0 n = ﬁ y hallando un sistema de coordenada
canénicas nos resulta que r(z,y) =2 = C y s(z,y) = 2%y —y + C}.

Ahora, remplazando las coordenadas canénicas en la condicion de simetria no lineal
nos resulta

ds  2zy—2xy
dr 1

por consiguiente ds = 0; entonces s = C. Volviendo a las coordenadas originales, se
obtiene z%y — y = C, siendo ésta la solucién genera de la EDO.

=0,
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Teorema 4.1. La ecuacion P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0 admite un grupo de Lie de

un pardmetro cuyo generador infinitesimal es V) = §— + 7]8 sty solo si

1
EP(v,y) +nQ(z,y)’

es un factor integrante de la ecuacién dadad.

H= P(%?J)"‘UQ(%?J)?AO,

Demostracion. La prueba de éste teorema, procede por la equivalencia de la
ecuacion de simetria linealizada

nx+< ggw>< &) ( P%) 6~ (I( %))5—(%(—%))77:0,

y condicién de integrabilidad de las ecuaciones exactas

0 P(z,y) _ 0 Q(z,y) -
Iy \ EP(z,y) + nQ(x,y) Ox \ {P(x,y) +nQ(z,y) |

4.1.7. Ecuacion de Bernoulli

Se le llama ecuacion de Bernoulli a la ecuacion de la forma

dy "
%—l—P() =Q(x)y", mneR.

Escribiendo ésta ecuacion en la condicién de simetria linealizada se tiene

ne+ (=P0)y + Q@)y") (0, — &) — (~P(a)y + Q(a)y") €, — (=P
Q'(z)y")é — (—P(x )—I—nQ( )y =0,

la cual posee algunas soluciones como

f -0 n= yne(nfl)fp(ac)dar7
e(nfl)fP(x)dx yp(x)e(nfl)fP(a:)dx
= - ’]7 =
o o

8Teorema factor integrante de Lie
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Ejemplo 4.6. Hallar la solucién general de la EDO

dy _ yln(z) —y

dx T

Escribiendo la EDO en la condicién de simetria linea, y resolviendo la EDP resulta

o+ (PRD=) (3, — &) - (o) g, — (1 - Plpor) ¢ (Bntad)y o,

que posee soluciones tales como
£=0 n =y’
£=0 n=y*+y’n(z) -y,
=z n=yn(z) —y,
E¢=-v =y

Tomando la simetria € = 0 71 = zy? para encontrar un conjunto de coordenadas
canénicas tenemos que r(x,y) =z y s(z,y) = —% +C.

Ahora, sustituyendo las soluciones canodnicas en la condicién de simetria no lineal
resulta

ds In(x) In(r) ‘

dr x? r?
., l 1 . ., ;.
La solucién de esta dada por s = @ — % + (', y escribiendo la solucion candnica
. . !
en las coordenadas originales se obtiene —x—ly = —@ — % +C.

4.1.8. Ecuacion de Riccati

La ecuacién diferencial de Reccati es de la forma

W Py + Qly + R(2).

En esta ocasién el método de Lie no lleva a obtener la siguiente EDP a partir de la
condicién de simetria linealizada

net (P +QU)y + B@)) (n, — &) — (Play? + Qaly + R(2)) &, -
(P +Q @)y + R(@) )€ = (20P(@) + Q) )n = 0,
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la cual una de sus posibles soluciones es

E=0 n= QnyP($)dI+f Q(z)dx

Ejemplo 4.7. La ecuacion de Riccati

d 2 1
dy vy L

de =8 =z =x

tiene como condicién de simetria linealizada la ecuacion

met (4 By — ) - (24 2) g - (- 2)e - (L4 B)n =0,

la cual posee soluciones tales como

E=0 n= e—g—l—yln(@’
52562 n =y,
= n=a(y+ 1)y,
2
x

2

Si tomamos la simetria £ = x* 71 = xy y encontrando un sistema de coordenadas

canodnicas a partir de

, Or or
Vr = 2? 6x+ yay 0
5 0s 0s
= 1
& x8$+ y@y ’

tenemos que r(z,y) = £ = C'y s(z,y) = ~-1ic.

Ahora, sustituyendo las ecuaciones candnicas en la condicion de simetria no lineal
se tiene

1
ds 270 v 1

—_— ) Z‘—_ = — .
dr SHG+itn) oy

Finalmente, integrando la ecuacion diferencial anterior tenemos como solucion la
familia de curvas

s = —arcsin(r) + C,

que al escribir esta ecuacion en las coordenadas originales nos resulta

1
——:—arcsm( ) +C
z Yy

siendo esta la solucion general de la ecuacién diferencial ordinaria.
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Comentarios finales

El método de simetrias de Lie para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden es un poco complicado de entender si no se ha estudiado con an-
terioridad algunos cursos tales como Anélisis matematico, Topologia, Geometria
diferencial y Ecuaciones diferenciales parciales, pues se inicia con una simple EDO
y posteriormente se pasa a resolver una EDP de primer orden. Es por ello que no es
muy aconsejable este método para este tipo de EDO, sin embargo, funciona mejor
en EDO de mayor orden, donde ademas suele haber menos simetrias.

Sin embargo, el método de Lie es muy valioso ya que brinda la posibilidad de obtener
soluciones exactas de una gran cantidad de ecuaciones diferenciales de primer orden,
y ademas; en algunas ecuaciones se reducen la cantidad de calculo facilitando los
procesos tradicionales.
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