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Tema 2: Modelos lineales de optimizacion con variables enteras.

Objetivos del tema:

a
a
a
a
a
a

Introducir la programacién lineal entera y los dominios de aplicacién.

Aprender a formular el modelo de un problema de programacién lineal entera.

Modelar relaciones légicas entre restricciones con variables binarias

Expresar un problema entero general como un problema binario

Modelar matematicamente y resolver en OPL varios problemas tipicos de programacién lineal entera

Expresar algunos comportamientos no lineales como problemas enteros
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Introduccion

En muchos problemas de programacion lineal sélo tienen sentido aquellas soluciones de la region factible en las que todas o algunas de
las variables de decisién toman valores enteros. Este tipo de problema se denominan en general de programacion lineal entera. Si
todas las variables del problema deben ser enteras se habla de programacion entera pura, pero si sélo algunas deben ser enteras y las
restantes continuas se habla de programacidn lineal entera-mixta. Cuando las variables enteras estan restringidas a los dos valores 0-1,
se denominan variables binarias, y el problema correspondiente problema binario.

Como veremos en el tema 6 de la asignatura, la resolucién de los problemas enteros resulta mds compleja que los continuos. En este
caso la solucién dptima no necesariamente tiene que coincidir con un vértice de la region factible del problema continuo, sino que
puede estar en el interior o en las aristas de dicha regién, pero siempre en puntos con valor entero de sus coordenadas.

Por ejemplo, el siguiente modelo lineal entero puro tiene la solucidn optima en el punto (3, 2), bastante alejado del punto extremo
donde tiene su valor éptimo el problema continuo.

Minimizar -6x, —5x,
subject to
3x +X, <11

Solucién éptima del
problema continuo

Solucién éptima del

v V7 roblema entero
=X + 2)\2 <5 P

X;, X, = 0,integer

La utilizacidon de variables enteras en general y binarias en particular amplia notablemente las posibilidades de modelado de la
programacion lineal, haciendo posible la disyuncién de restricciones, la implicacién légica entre restricciones y en general la
incorporacién al modelo de ciertos comportamientos no lineales de la realidad.

En este tema exploraremos algunas de las nuevas posibilidades que introducen las variables enteras desde el punto de vista del
modelado de problemas. También veremos su expresion en el leguaje OPL. En el tema 6 estudiaremos los métodos algoritmicos que se
utilizan para resolverlos.
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La programacién entera resulta de interés en el modelado de los siguientes dominios de aplicacion:
Aplicaciones con entrada y salida de datos discretos

Se trata de las aplicaciones en las que la programacion entera se hace mas evidente. Surgen cuando se quieren modelar plantas
que fabrican productos con valor afiadido muy alto y en un nimero de unidades entero y relativamente pequefio, por ejemplo,
vehiculos de transporte, equipos electrénicos de alta tecnologia, etc. Por el contrario, si los valores enteros que se manejan en
estos problemas son elevados, podrian resolverse como si fuesen de programacion lineal continua y posteriormente redondear la
solucioén.

Aplicaciones con relaciones ldgicas entre variables o restricciones

Ocurre en bastantes ocasiones reales que es necesario establecer relaciones légicas entre las restricciones que se deben imponer.
Por ejemplo, .“si se abre una fdbrica en Zaragoza, se puede abrir también un almacén”. Este tipo de relaciones ldgicas se pueden
modelar introduciendo nuevas variables binarias.

Aplicaciones de optimizacion combinatoria

Muchos problemas practicos de optimizacidon tienen como caracteristica basica la existencia de un nimero extremadamente
grande de soluciones factibles. Dichas soluciones aparecen como consecuencia de diferentes métodos de ordenar actividades y
asignar recursos. Este tipo de problemas se denominan combinatorios.

Linealizacion de problemas No-lineales

Como veremos en el tema 9 muchos problemas no-lineales se pueden aproximar utilizando modelos de programacién entera
binaria.
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Problema 1

Se estan considerando cuatro posibles inversiones. La primera de ellas se prevé que proporcione unos beneficios netos de
16.000 euros, la segunda, 22.000 euros, la tercera 12.000 euros, y la cuarta 8.000 euros. Cada una de las inversiones
requiere una cantidad de dinero en efectivo: 5.000, 7.000, 4.000 y 3.000 euros, respectivamente. Si solo se dispone de
14.000 euros para invertir. ¢Qué modelo de programacion lineal entera permite obtener la combinacidn de inversiones que
prevea los maximos beneficios?

Solucion NUEVO

La declaracion de variables enteras en OPL se realiza con la palabra clave int seguida
del nombre de la variable y de la definicion del rango de variacion. El rango es
obligatorio y se compone de la palabra clave in seguida del intervalo de variacién:

extremo inferior..extremo superior

Variables de decision
Modelo OPL

1 si se elige la inversion i i dval (int xI in 0..1:)
Xi = R .. |:1,2,3,4 d = 2 i 0 1-
0 sinose elije var int x2 in 0..1;
dvar int x3 in 0..1;
.. ) ) dvar int x4 in 0..1;
Restricciones La suma de los costes de las inversiones no debe
rebasar la cantidad total disponible. maximize 16%x1+22%X2+12%x3+8%X4x
SX +7X, +4x,+3%, <14 subject to
i {
{01}, 1=1234 BEX1+7*X2+4*x3+3*x4 <= 14:

}

Funcidn objetivo
// solution (optimal) with objective 42

Hay que maximizar el beneficio total de todas las x1=0:
inversiones x2=1; Luego las inversiones segunda, tercera
X3 =1: y cuarta producen el maximo beneficio
_ : de 42.000 euros
Maximizar z =16x, +22x, +12x, +8X, x4=1;
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Problema 2

Se desea ampliar una compaiiia con la instalacidn de una nueva factoria en Zaragoza o Sevilla o en ambas ciudades. También se piensa
construir a lo sumo un almacén en una ciudad donde se instale alguna factoria. En la siguiente tabla aparecen los beneficios estimados
de instalar una factoria y construir un almacén en Zaragoza y Sevilla, y el capital requerido para ello. Se dispone de un capital total para
la inversion de 39 M euros. El objetivo es tomar las decisiones que optimicen el beneficio de la inversion.

Decisiones Beneficio estimado Capital requerido
Instalar una factoria en Zaragoza 19 M euros 16 M euros
Instalar una factoria en Sevilla 15 M euros 13 M euros
Construir un almacén en Zaragoza 16 M euros 15 M euros
Construir un almacén en Sevilla 14 M euros 12 M euros
Solucién q _ _
var 1n in S
ar i 5 2 - Y 1: Modelo OPL
Variables de decisié dvar Int x2 in 0..1;
ariables de decision dvar int x3 in 0..1:
x, = Instalar una factoria en Zaragoza dvar int x4 in 0..1;
X, = Instalar una factoria en Sevilla _ [1siladecisionies si maximize 19%x1+15*x2+16%*x3+14*X4
X, = Construir un almacén en Zaragoza 0 si la decisionies no )
. i . subject to
X, = Construir un almacén en Sevilla {
16*x1+13*x2+15*x3+12*x4 <= 29;
Restricciones _— El conjunto de decisiones que se adopte no debe X3+x4 <= 1;
& rebasar el presupuesto de inversion disponible X3 <= Xx1;
16X, +13x, +15x; +12x, <39 x4 <= x2:
‘ Se debe construir a lo sumo un almacén
X, +X, <1« 3
X < *7},,,,,,,,,J———J*J*” El almacén en Zaragoza sdlo se puede construir si
s =X se instala una factoria en Zaragoza // solution (optimal) with objective 35
«—
Xp <% I El almacén en Sevilla sélo se puede construir si se xl=1 — - - -
instala una factoria en Sevilla =4 Solucién optima: construir una factoria
x2 =0; en Zaragoza y el almacén también en
.. . . Vamm Hay que maximizar el beneficio total de todas las x3=1; Zaragoza, con un beneficio estimado de
Funcién objetivo » decisiones de inversién x4 = 0; 35 M euros.

Maximizar Z =19x, +15x, +16X, +14x,
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Variables indicadoras: control del valor de una variable continua

Es posible establecer relaciones ldgicas entre restricciones lineales usando variables enteras binarias y manteniendo la linealidad. En este
apartado vamos a utilizar estas variables como indicadoras de que se cumple una condicién en una variable continua. Por ejemplo, la
variable binaria d podemos utilizarla para indicar con valor 1 que la variable continua X es mayor que cero, es decir:

x>0—->d=1

Esta implicacién ldgica la podemos modelar con la siguiente restriccion:
X—M-d <0

Siendo M una cota superior del valor de X. En efecto, cuando X es mayor que 0 necesariamente d tendrd que valer 1 para que el lado
izquierdo de la restriccion sea efectivamente menor o igual que O.

La restriccion anterior nos asegura que d tomara el valor 1 siempre que x >0, pero no el sentido opuesto de esta implicacion, es decir, que
siempre que d = 1 se cumpla que x > 0. Para modelar en la practica el sentido opuesto de esta implicacion serd necesario la definicion de
un cierto umbral m para x a partir del cual se considere que x deja de ser cero y toma un valor positivo, es decir:

d=1->x>m
Esta implicacién ldgica la podemos modelar con la siguiente restriccion:

X—m-d>0

En algunas ocasiones no es necesario imponer explicitamente esta segunda restriccion porque la condicidén de éptimo la impone
implicitamente, como ocurre en el modelado de una funcién objetivo de coste fijo que analizamos a continuacidn.
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Costes fijos

Las variables indicadoras se puede utilizar para modelar funciones de coste en las que aparece una componente de coste fijo. Se trata de
casos en los que el coste total de una actividad es la suma de un coste variable, casi siempre proporcional al nivel de la actividad, y un
coste fijo necesario para iniciarla (set-up). Si C, es el coste por unidad de producto y C, el coste de inicializacion , el coste total vendra

dado por: Coste total
A

Si x=0— coste total =0
Si x>0 — coste total =C x+C, i

La grafica de la derecha recoge el comportamiento de estas funciones de coste.

v
>

El modelo utilizara una variable indicadora d y las restricciones que aseguran las dos condiciones anteriores sobre el valor de Xx:

Minimizar z=C, - x+C,
sujetoa: x—M-d<0
X—m-d >0

En este caso podemos eliminar la segunda restriccion ya que al tratarse de un problema de minimizacién, queda asegura por la
condicidn de d6ptimo:

Minimizar z=C, - x+C,
suejetoa: x—M-d <0
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Problema 3: coste fijo

Tres compaiiias de teléfonos ofrecen su servicio de larga distancia con Estados Unidos en las siguientes condiciones:

e La compaiiia C1 cobra una tarifa fija de 16 euros al mes, mas 0,25 céntimos por minuto.
e La compaiiia C2 cobra 25 euros al mes de tarifa fija, pero reduce el coste por minuto a 0,21 céntimos.
e La compaiiia C3 ofrece una tarifa fija mensual de 18 euros y un coste por minuto de 0,22 céntimos.

Las compafiias sélo cobran la tarifa fija si se realiza alguna llamada a través de su operador. Teniendo en cuenta que un usuario
consume un promedio mensual de 200 minutos en llamadas a Estados Unidos, y que puede repartir dichas llamadas entre las tres
compaiiias, équé servicios debe utilizar para que la factura mensual de teléfono sea lo mas econédmica posible?

Solucién dvar float+ x1:

dvar float+ x2; Modelo OPL
Variables de decision dvar float+ x3;
] . ) dvar int yl1 in O..1;
X, = minutos mensuales consumidos con Ci dvar int y2 in 0..1;
i dvar int y3 in 0..1;
_J1six >0 y
' 0 caso contrario minimize 0.25*x1+0.21*x2+0.22*x3+
i=123 16*y1+25*y2+18*y3;
. . subject to
T 200 es una cota superior de las tres variables de {
Restricciones  , decisién continuas XI X1+X2+X3==200
X, —200y, <0 x1-200*yl <= 0;
X2-200*y2 <= O;
X, —200y, <0 x3-200*y3 <= 0
X, —200y, <0 +
Xps Xpy Xg 2 0 // solution (optimal) with objective 62
) 1 € 01 1 RS O'
Y1 Y21 Y3 { } X2 =0;

Funcién objetivo 10 compafifa €3, resultando una
yl=4y;

e factura mensual de 62 euros.
ys=0;

y3=1;

S olucidn optima: contratar con la
f Hay que minimizar el coste total de la factura x3 = 200; . P

Minimizar z =0,25x, +0,21x, +0,22x, +16y, + 25y, +18y,
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Problema 4: recubrimiento

Se desea construir el menor nimero de estaciones de bomberos que cubra un territorio de 6 ciudades C1, C2, C3, C4, C5, y C6. Las
estaciones se podrian construir en cualquiera de las ciudades pero garantizando siempre que todas las ciudades dispongan al menos de
una estacion a una de distancia maxima de 15 minutos. En la siguiente tabla se dan los tiempos en minutos para ir de una ciudad a otra:

Cl C2 C3 C4 C5 C6
Cl 0 10 20 30 30 20
C2 10 0 25 35 20 10
C3 20 25 0 15 30 20
C4 30 35 15 0 15 25
C5 30 20 30 15 0 14
C6 20 10 20 25 14 0

Se debe averiguar el nimero de estaciones de bomberos a construir y la ciudad donde deben construirse.

Solucion dvar int x1 in 0..1;
] dvar int x2 in 0..1; ModeloOPL

Variables de decision dvar int x3 in 0..1:

1 si se elige la ciudad i _ dvar int x4 in 0..1;

X = ) . 1=1,2,3,4,5,6 dvar int x5 in 0..1;

0 sinose elije dvar int x6 in 0..1;

o minimize xX1+x2+x3+x4+x5+x6;
Restricciones

Cc1 c2 c3 c4 c5 cé6 SUbj ect to
Xl " X2 = 1 C1 0 10 20 30 30 20 {
+x2 >=1;
X X, + X =1 sl ==l
c2 10 0 25 35 20 10 X1+x2+x6 >=1;
s+ %, 21 3 | 20 25 0 15 30 20 X§+Xj >;1; L
X3+x4+x5 >=1;
X, + X, + X =1 i
5+ X, + X c4 30 35 15 0 15 25 XA+X5+X6 >=1-
X, + X5 + Xg >1 c5 30 20 30 15 0 14 X2+x5+x6 >=1;
Xz + Xs + XG > 1 C6 20 10 20 25 14 0 }
~—— Para cada ciudad hay que imponer el recubrimiento con el // solution (optimal) with objective 2
resto de ciudades que se encuentran a 15 o menos minutos x1=0;
de ella (coloreadas y en la misma fila de la tabla) x2=1;
. x3=0; Solucién optima: construir
Funcion de coste ‘ ‘ El nimero de estaciones de bomberos debe ser minimo x4=1; dos estaciones de bomberos
L X5 = 0; en las ciudades C2 y C4
Mlnlmlzarz:x1+x2+x3+x4+x5+x6 X6 = 0;
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Modelado de la disyuncion entre dos restricciones lineales utilizando variables binarias

Se trata de imponer el cumplimiento de una restriccion entre dos restricciones, es decir, que se cumpla:
X, +2X, +2X; <30
0 Xy, Xy, % 20
2X, + X, +2X, <45

Para ello tenemos en cuenta lo siguiente:

Si M es una cota superior de x, +2X, +2x,-30
entonces X, +2Xx, +2X, <30+M  secumple VX, X,, X,

En realidad la restriccién anterior no impone ningun valor a sus variables fuera de su rango de variacion, es decir, al sumarle la cota
M al lado derecho anulamos la restriccidn. Por tanto introduciendo una variable binaria y, el siguiente programa hace que sélo se
imponga una de las restricciones:

X, + 2X2 + 2X3 <30+ My <+ ‘ Si y =1 se anula esta restriccion, siy = 0 se impone ‘
‘e
2X1 X+ 2X3 <45+M (1 y) ’ Si y = 1 se impone esta restriccién, si y = 0 se anula ‘
Xy Xy, X3 =0
ye {0,1} <« Fomo y debe tgmar uno de los valores 0 0.1,_se
impone necesariamente una de las dos restricciones

El mismo comportamiento se consigue introduciendo dos variables binarias e imponiendo que su suma valga 1:
X, +2X, +2X; <30+ My,
2%, + X, + 2%, <45+ My,
YitY,= 1
Xy Xy, X3 20
Y. Y, €{0,1}
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Los casos anteriores modelan la disyunciéon exclusiva de la dos restricciones, porque forzosamente se impone una y sélo una
de las dos. En cambio, siimponemos que la suma de las dos variables binarias pueda ser menor que 1, es decir 0, admitimos
la posibilidad de que no se imponga ninguna de las dos, es decir, que como maximo se cumple una de ellas:

X, +2X, + 2%, <30+ My,
2X, + X, +2X, <45+ My,

Yi+Y, <1
X,y Xy, X3 =0

Y Y, € {011}

El caso anterior podemos generalizarlo al caso de N restricciones lineales de las cuales se imponen K < N:

£ (% %0 %,) <Dy
fy (%, %5000 %) <D,

Para ello introducimos N variables binarias y exigimos que su suma sea iguala N - K:

£, (X, X0 X)) SO+ MY,
f, (X, %,.., X,) <b, + M, Yy,

fy (X, %, X,) <by + MYy

N

ZYi =N-K

i=1

y; €{0,1};Vi=1,..N

M, = cota superior de f; (X, X,,...,X,) =D,
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Problema 5

Una compaiiia estd considerando la fabricacidn de tres tipos nuevos de vehiculos: T1, T2, y T3, Los recursos necesarios para su
los recursos disponibles, y los beneficios esperados, para cada tipo de vehiculo, se dan en la siguiente tabla
Tipos T1 T2 T3 Disponibilidad
Material 1500 kilos 3000 kilos 5000 kilos 6000000 kilos
Trabajo 30 horas 25 horas 40 horas 60000 horas
Beneficios 2000 euros 3000 euros 4000 euros

La empresa quiere conocer qué tipo de vehiculos debe fabricar y cuantos para maximizar los beneficios, teniendo en cuenta que un nuevo
modelo solo resulta econdmicamente viable si se fabrican al menos 1000 unidades.

Solucion

Variables de decision

2.400 es una cota del numero de vehiculos que se pueden
construir impuesta por las horas disponibles: 60.000/25 = 2.400 .
Los kilos disponibles imponen una cota menos restrictiva, 4.000

X, = nL'J' ero de vehiculos a construir del tipo T,, i=1,2,3
Y, = va,”riable binaria auxiliar para expresar la disyuncion

Restricciones

X < 24vloo y, —
1000-x% <2400(-y) -
X, < 2400y,

1000~ X, <2400(1-,)

X, <2400y,

1000 - X, < 2400(L—y,)

1,5x, +3X, +5x, <6000 *

30%, + 25x, +40x, <60000 »~

/

Maximizar z = 2x, +3X, +4X,

Funcidn de coste

Si y; = 0 entonces x; = 0, luego no se
fabrican vehiculos del tipo T;.
Igual ocurre parai=2y 3

Si y; = 1 entonces x; >= 1000, luego se
fabrican vehiculos del tipo T,.
Igual ocurre parai=2y 3

Los kilos de material consumido no debe
sobrepasar los kilos disponibles

Las horas de trabajo consumidas no debe
sobrepasar los horas disponibles

Hay que maximizar el beneficio total

dvar float+ x1;

dvar float+ x2; Modelo OPL
dvar float+ x3; i

dvar int y1 in O..1; Se podian haber
dvar int y2 in 0..1; usado variables
dvar int y3 in 0..1; | 'nt
maximize 2*x1+3*x2+4*x3;

subject to

{

x1 <= 2400 * y1i;

1000 - x1 <= 2400 * (1 - yl);

X2 <= 2400 * y2;

1000 - x2 <= 2400 * (1 - y2);

X3 <= 2400 * y3;

1000 - x3 <= 2400 * (1 - y3);

1.5*x1+3*x2+5*x3 <= 6000;
30*x1+25*x2+40*x3 <= 60000;
}

// solution (optimal) with objective 6000

x1=0;

x2 =2000;

Xi i g; Solucién optima: construir 2000
y2 _ 1f vehiculos de tipo T2 con un
e beneficio de 6.000.000
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Problema de la mochila

utilidad total que obtiene, pero sin rebasar la capacidad de la mochila.

volumen de la mochila, el problema se plantea de la siguiente forma:

Variablesdedecision: x. = :
0 caso contraio

i=1,2,....n

n
i=1

Z V)X < b
= 4

X € {0,1}

D px<p
i=1

1si se elige el objeto i para introducir en la mochila

Se maximiza la utilidad total de los objetos introducidos en la
mochila, que es la suma de las utilidades de cada objeto

Los objetos introducidos no deben sobrepasar el volumen de la
mochila

El problema de la mochila es un problema clasico que puede formularse sélo con variables binarias 0-1. Toma su nombre de la versién que
plantea la decisién que debe tomar un excursionista para preparar su mochila introduciendo una serie de objetos de utilidad, pero
teniendo en cuenta que en la misma sdélo caben un nimero limitado de ellos. Debe elegir un subconjunto de los objetos que maximice la

Si n es el nimero de objetos posibles, Vv; el volumen que ocupa el objeto i, u; el valor de utilidad que el excursionista da al objeto i, y b el

Podrian existir mas dimensiones que limiten los objetos que se pueden introducir en la mochila, por ejemplo, el peso. Si p; es el peso del
objeto i, y p el peso total que puede soportar la mochila, habria que afiadir en este caso la siguiente restriccion;
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Problema 6: mochila

Se debe realizar un envio de 7 objetos distintos. El valor, peso y volumen aparecen en la siguiente tabla
Objeto Valor (euros) Peso (kilos) Volumen (cm3)
1 56 7 21
2 71 11 16
3 69 4 17
4 91 14 28
5 70 9 12
6 85 2 31
7 65 12 19

Determinar el envio de valor maximo que no exceda el peso total de 41 kilos ni el volumen de 100 cm3.

Solucién dvar int x1 in 0..1;
Variables de decision dvar int x2 in 0..1; Modelo OPL
dvar Int x3 in 0..1;
1si se incluye el objeto i en el envio dvar int x4 in 0..1;
D= . dvar int x5 in 0..1;
0 caso contraio dvar int x6 in 0..1:
1=1,2,3,4,56,7 Los objetos introducidos no deben chielr OTiE 2 L a0l
sobrepasar el peso de la mochila maximize 56*X1+71*X2+69*x3+91*x4+70*x5+85*X6+65*X7 ;
subject to
Los objetos introducidos no deben {
Restricciones sobrepasar el volumen de la mochila 7*X1+11*X2+4*X3+14*X4+9*X5+2*X6+12*X7 <=41:

21*x1+16*x2+17*x3+28*x4+12*x5+31*x6+19*x7 <=100;

X, +11%, + 4%, +14%, + 9% + 2%, +12x, <41 ¥
21X, +16Xx, +17x; + 28X, +12X, + 31X, +19x, <100 // solution (optimal) with objective 360
x1=0;
Se maximiza el valor total de los x2=1;
objetos introducidos en la mochila. x3=1: -, - , i .
Funcién de coste , Solucion optima: el envio estara constituido

»/ x4 =0; por los objetos 2, 3, 5, 6 y 7; con un valor de

imi X5=1; 360
Maximizar z =56x, +71x, + 69X, +91x, + 70X, + 85X, + 65X, euros
X6 =1;
x7 =1,
iy Universidad ———————————————
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Problema 7: asignacion de tareas a maquinas

Una fabrica realiza 3 tareas diferentes asociadas a la elaboracidén de otros tantos productos. La fabrica dispone de 4 miguinas que son
utilizadas para la realizacidn de las tareas. En la siguiente tabla aparece la secuencia de maquinas que utiliza cada tarea y el tiempo en

minutos que la tarea ocupa en la correspondiente maquina. También aparece en la dltima columna el tiempo maximo que puede durar una
tarea, desde que empieza hasta que termina. Cada maquina sélo puede realizar una tarea simultaneamente.

Tarea Sucesion de maquinas (tiempo de ocupacion de la maquina) Tiempo maximo por tarea
T1 M1(4)>M3(3)>M4(5) 16
T2 M1(2)>M2(6)>M3(1) 14
T3 M2(7)>M4(4) 14

Se trata de disefiar un modelo lineal de programacion de las 3 tareas sobre las 4 maquinas para que se realicen en el menor tiempo posible.

Solucién El inicio de la tarea T; en la mdquina M; tiene que

comenzar cuando haya finalizado en la maquina M,, es
decir, a partir de 4 minutos después del inicio en M.
j =1,2,3,4 | Anélogamente para las demés tareas.

Variables de decision

x; = instante de inicio de la tarea T, en la maquina M ;; 1=1,2,3;

La tarea T, no debe durar mas de 16
minutos, es decir, el inicio en la ultima
maquina (M,) mas la duracion en esta

Restricciones de secuenciacion de cada tarea en las maquinas

M1 M3 Ma T T T TR T TR o R maquina (5) debe ser <= que 16.
N Ty <1en ; .
o <45 }t--T <35 }F--1C55 Xy 2 X+ X, 2 X, +3 o X, +9—X, _16: Analogamente para las demas tareas.
! [ 1
1 Do
*u K Xy B :
M1 M2 M3 ! Lo :
] R |
P! €22 F-d €62 F-d €19 11X, 2%, 42 Xg 2 X, +6] 1 Xog 1=, <14
(. I
! 1! 1
X21 X22 X23 Mo | |
1 1
M2 M4 | L !
€7 > -4 €4> \
I Ky 2 X, + 7 S Xy =X, <14
X3, Xa4 14 TTTTTTTTTTTTs - TTTTTTTTo
U"ivCrﬁ“ Elﬂd I 1 5
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Solucion (continuacion)

Restricciones de ordenacidn de las tareas en las mismas maquinas

Xo1 + 2— X1 < Md1 « Las tareas T, y T, utilizan la maquina M,, por tanto hay que imponer la disyuncién
exclusiva del inicio de ambas tareas en esta maquina. Para ello utilizamos la variable
Xt 4- Xy < M (1_ dl) binaria d,.
g +1-— X < Md2 «— Las tareas T, 'y.T.2 utilizan la maquina M,, porltan.to hay que impqner la disyun'cién
exclusiva del inicio de ambas tareas en esta maquina. Para ello utilizamos la variable
X3 +3— X <M (1-d,) binaria d,.
4 <Md & Las tareas T, y T, utilizan la maquina M,, por tanto hay que imponer la disyuncién
X34 Ta=X, S 3 exclusiva del inicio de ambas tareas en esta mdaquina. Para ello utilizamos la variable
binaria ds.
X14+5_X345M(1_d3) :
‘ﬁ Las tareas T, y T, utilizan la maquina M,, por tanto hay que imponer la disyuncién
X32 +7 - X22 < Md4 exclusiva del inicio de ambas tareas en esta maquina. Para ello utilizamos la variable
binaria d,.

X22+6_X32 < M(l—d4)

Funcidn objetivo

Minimizar t > — : -

Para expresar la funcion de coste que minimiza el tiempo de finalizacién de todas las

tareas introducimos una nueva variable t yle imponemos que sea mayor que el tiempo

X14 +5<t de finalizacion de las tres tareas (tiempo de inicio en la ultima mdaquina utilizada +
duracion en esa maquina). Después minimizamos t.

Xps +1<t

Xy, +4<t

UI'IiVETbW‘dﬂd |
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Problema 7: modelo OPL y resultados
dvar int x11 in 0..100;
gz:: :2: iii :2 8"1885 Modelo OPL // solution (optimal) with objective 16
dvar int x21 in 0..100; i;;f;.
dvar Int x22 in 0..100; x11;2:
dvar int x23 in 0..100; 4 = 11:
dvar int x32 in 0..100; 92T
dvar int x34 in 0..100; 21 =0
dvar int d1 in 0..1; x23 = 13;
dvar int d2 in 0..1; x34=7"
dvar int d3 in 0..1; 32 =0
dvar int d4 in 0..1; d1=0j
dvar int t in 0..100; d2=1;
minimize t; d3=0;
subject to d4=0;
{
Xx13 >= x11 + 4; x14 >= x13 + 3; ;
X22 >= x21 + 2; x23 >= x22 + 6; M M3 M4
X34 >= x32 + 7; T1 ~  IlEEn
x14 + 5 — x11 <= 16;
X233 + 1 — x21 <= 14;
x34 + 4 — x32 <= 14; M1 M2 M3
x21 + 2 - x11 <= 100*d1; T2 |
x11 + 4 - x21 <= 100*(1-d1);
x23 + 1 - x13 <= 100*d2; M2 M4
- = *(1- -
x13 + 3 - x23 <= 100*(1-d2); T3 BEEE
X34 + 4 - x14 <= 100*d3;
x14 + 5 - x34 <= 100*(1-d3);
X32 + 7 - x22 <= 100*d4;
X22 + 6 - x32 <= 100*(1-d4); 012345 67 8910111213141516
x14 + 5 <= t;
X23 + 1 <= t;
X34 + 4 <= t;
}
l‘_;niwm‘dad _—  — 17
e J.J. RUZ, INTRODUCCION A LA PROGRAMACION MATEMATICA, MASTER UNIVERSITARIO EN INGENIERIA DE SISTEMAS Y DE CONTROL




Problema del viajante

Sobre una red de carreteras que conecta n ciudades C,, ... ,C;, ..., C, hay que determinar el itinerario de minima distancia que partiendo
de una ciudad pasa una sola vez por todas y cada una de las ciudades volviendo a la ciudad inicial.

X

= ) i=1..n; j=1l..n i#]
0 caso contrario

u, =variables auxiliares para evitar sub —itinerarios; i=2,3,...,n

/""' ) ‘ De una ciudad se parte una sola vez

sujetoa: Y x,=1 i=1,.n;i#]j
i=1

- ’ A una ciudad se llega una sola vez
" «
>x=1l j=1ln; i
j=1 ///////f Evita sub-itinerarios desconectados
_— Six;=1l->u-u;+n<n-1-u+1<u; >u; <u; > x; =0

— Minimiza la distancia de a ruta

n n 4
Minimizar L= > d;x; i#]

i=1  j=1

18
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Problema 8: recorrido del viajante

ue conecta varias ciudades hav aue
e co t S clugaa e

Sobre una red de carreteras o eterminar el itinerario de minima distancia aue
SORre una reg ge cart as qu necta varias cludades hay qu eterminar el itinerario de minima aistanc

T

n
q y
pasa una sola vez por todas y cada una de ciudades volviendo a la ciudad inicial. Las distancias entre ciudades son las siguientes:

d,=2 d,, =4
dy =3 d;, =5
dy =4 d,=3
d, =4 dy, =5
d41:2 d43=3

artiendo de una ciu
a a acl

ia que partiendo de un

Solucion

Variables de decision

1sien el itinerario esta el arco C; »C; : o
_ i1=1,2,34;, j=1234;, i#]

X..
" |0 caso contrario

.. ’ De una ciudad se parte una sola vez
Restricciones

‘ A una ciudad se llega una sola vez ‘ Evita sub-itinerarios desconectados
ek S ZERe—— -
:I Xip + X435 + %, =1 X :I Xor + X1 + Xy =1 e -~
L Xy T Xgg + Xy =1 E L X Xy X, =1 i :' Up < Uy — 4% +3 Uy < U, — 4%, +3 :
E Xgy + Xgp + Xgy =1 i i X3+ Xpg + X453 =1 i E u, <u, —4x,, +3 u, <u, —4x,, +3E
Wit =L ot L S0 WSl eS| il e

Funcidn objetivo

Minimizar z = 2X,, +3X,;, + 6X;5 +4X5; + 4%, + 2X,; + X5 +5Xg, +2X,, +3X,, +5%,, +3X,,

i, Universidad
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Problema 8: modelo OPL

dvar int x12 in 0..1;
dvar int x13 in 0..1;
dvar int x14 in 0..1;
dvar int x21 in 0..1;
dvar int x31 in 0..1;
dvar int x41 in 0..1;
dvar int x23 in 0..1;
dvar int x24 in 0..1;
dvar int x32 in 0..1;
dvar int x42 in 0..1;
dvar int x34 in 0..1;
dvar int x43 in 0..1;

dvar int u2 in 0..100;
dvar int u3 in 0..100;
dvar int

ud4 in 0..100;

Modelo OPL

// solution (optimal) with objective 11
x12=1;
x21=0;
x13 =0;
x31=1;
x14 = 0;
x41=0;
x23 =0;
x32 =0;
x24 =1;
x42 = 0;
x34 =0;
x43=1;
u2=0;
ul3=2;
ud=1;

minimize
2*x12+3*x21+6*x13+4*x31+4*x14+2*x41+4*x23+
5*x32+2*x24+3*x42+5*x34+3*x43;

subject to

o,

{
x12+x13+x14 == 1;

X21+x23+x24 == 1;
X31+x32+x34 == 1;
X41+x42+x43 == 1;

u2 <= u3 -4*x23+3;
u2 <= u4 -4*x24+3;
u3 <= u2 -4*x32+3;
}

X21+x31+x41
X12+x32+x42
X13+x23+x43
X14+x24+x34

I
I
PR R

u3 <= u4 -4*x34+3;
u4 <= u2 -4*x42+3;
u4 <= u3 -4*x43+3;

Universidad
Complutense
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Funciones con N valores posibles

Una funcién que deba tomar un valor v; entre N valores posibles se puede modelar con la ayuda de N variables binarias y;. En efecto, si

la funcion es:

FOX X, X )=V, VOV, VoLV

Se modela con el siguiente conjunto de restricciones:

N
HCTRI A Zvi Yi
i1

y; €{0,1};Vi=1..N

Universidad

4 Complutens . . . . .
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Conversion de variables enteras en binarias

Como tendremos ocasién de estudiar en el tema 6 los algoritmos que resuelven problemas enteros binarios puros son mas
eficientes que los que involucran variables enteras en general. Por ello resulta interesante convertir variables enteras acotadas en
variables binarias.

Si0<x<u; conx,ue”Z
podemos poner 2" <u<2"*"; conNeZ

N
y la representacion binaria de x sera: X = 22' y;; cony, variables binarias
i=0

Ejemplo
Maximizar z=x, +2Xx,
sujeto a
X, <5
2%, +3x, <30
con X, X, e Z

x <5 cotasuperiorde x, =5 —2°<5<2° > N=2->x =Y,+2y,+4Y,
2%, +3x, <30 cota superior de x, =10 - 2° <10<2* 5 N =3 X, = y, + 2y, + 4y, +8Y,

Maximizar z=y,+2y, +4y, +Y,+4y, +8y, +16y,

sujeto a

Yo +2Y,+4y, <5

2y, +4y, +8y, +3y, +6y, +12y. + 24y, <30
cony; €{0,1}

LN Universidad
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Problema:

dvar int yO in 0..1;

dvar int yl1 in O..1;

dvar int y2 in 0O..1; Modelo OPL
dvar int y3 in 0O..1; (variables binarias)
dvar int y4 in 0O..1;

dvar int y5 in 0O..1;

dvar int y6 in O..1;

maximize y0+2*yl+4*y2+y3+4*y4+8*y5+16*y6;

dvar
al

“

nt x1 in 0..100;

P -V,

dvar int x2 in 0..100;

maximize x1+2*x2; Modelo OPL
subject to (variables enteras)
{

xl<= 5;

2*x1+3*x2<=30;
};

EUbj ect to // solution (optimal) with objective 20
yO0+2*yl1+4*y2<=5; «1=0:
2*y0+4*y1+8*y2+3*y3+6*y4+12*y5+24*y6<=30; xzzlb-

}; - ’

// solution (Optimal) with ObjeCtive 20 Para determinar los valores enteros de las variables

- de decision originales tenemos que utilizar sus
y0 =0; expresiones en términos de las variables binarias:

o X, = Yo +2y, +4Y,

QPG = e SRR = X, = Yy + 2y, +4Y, +8Y,

y4=1’ X, =Y, +2Y, +4y, +8y, =0+2x1+4x0+8x1=10

y>=0;

y6=1;

‘!:,”, Univcr&l‘dad I
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Expresion del producto de dos variables binarias

El producto de dos variables binarias b, -b, es un término no lineal y por tanto no se puede utilizar directamente en el modelado de un
problema de programacion lineal. Sin embargo podemos expresar ese producto en términos de restricciones lineales, sustituyendo el
producto por la variable binaria Y junto al siguiente conjunto de restricciones lineales:

y<b
b1'b2:> ygbz
y=b +b,-1

bl,bz,ye{O,l}

En efecto, la variable introducida debe cumplir la siguiente tabla en funcién de las variables originales:

b, b, y
0 O 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Tabla cuyo cumplimiento viene asegurado por las restricciones introducidas:
y<b &Sib=0=y=0 <« —
y<b, < Sib,=0=2y=0 <«
y>b +b, -1 Sib =1Ab, =12 y2>2l=>y=1<«—

‘ Asegura el cumplimiento de las entradas 12y 22 de la tabla

‘ Asegura el cumplimiento de las entradas 12y 32 de la tabla ‘

‘ Asegura el cumplimiento de las entradas 42 de la tabla ‘

24
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Expresidn del producto de una variable binaria por otra continua no negativa

Si una de las variables del producto es continua, también podemos expresarlo en términos de restricciones lineales con variables binarias:

un Ua,

b variable binaria
x variable continua con 0 < x <u = cota superior de X

Podemos sustituir el producto por la variable Yy junto al siguiente conjunto de restricciones:
y<ub

y<Xx

y>x-u(l-b)

y>0

con y variable continua

b-x=>

En efecto, la variable introducida debe cumplir la siguiente tabla en funcién de las variables originales:

b x y
0 x
1 X X

_— ’ Asegura el cumplimiento de la entrada 12 de la tabla

y<ub«<>Sib=0=y<0 <« <« _ o o :
-0 —vy= 0; y>X— U(l— b) —y>x-uU ‘ b = 0 anula esta restriccion porque x-U es siempre 0 o negativo
y2

— ’ Asegura el cumplimiento de la entrada 22 de la tabla

‘ b =1 anula esta restriccion porque y es menor que la cota de X

>x—-u(l-b Sib=1 > «- 4
y2Xx-u(-b) < Si :>yy<XX}:>y=x; y3utT:>ygu

25
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@ °

C, =1
C,=1

C,, =100
C,, =100
C,c =100

Problema: barcos a doble puerto

N L) 7
< ~ l\ B

| Gasoductol | Puertol Puerto2 | Gasoducto2 |

d21d22d23d24d25

B, =3

B, =

B, =

C =1
C,=1
C,=1

G, =100
G, =100
C,, =100
C,, =100
C,;=1
C24 =
C,=1

Dos factorias de gas F1 y F2 son suministradas desde gasoductos y barcos. Para un mes determinado existen tres barcos alternativos para
suministrar gas con capacidades B,, B,, B; y costes respectivos del gas y transporte C;, C,, C;. Los barcos pueden descargar a doble
puerto, es decir, dejar parte de la carga en el Puertol y el resto en el Puerto2. Las factorias suministran gas a cinco puntos con demandas
D,,D,,D3,D,,Ds respectivamente, siendo Cj; el coste de suministrar desde la factoria i la demanda j. El coste unitario del gas procedente de
gasoductos es G, y G, respectivamente. Se trata de determinar la cantidad de gas suministrada por gasoducto y barco a las factorias asi
como las cantidades transportadas desde las factorias a los puntos de demanda de manera que el coste total de suministro sea minimo. En
la siguiente figura aparecen los valores de las demandas, coste de transporte unitario de factorias a puntos de demanda, el coste unitario
del gas procedente de gasoductos, y el coste de los barcos y sus capacidades. En el caso de suministro con barco a doble puerto habrd que
determinar también la cantidad que descarga en cada puerto.

Universidad
Complutense
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Modelo lineal
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2 5 3 2
Variables de decisién Minimizar z=Y">"C,d; + > b C, + > .Gg,
g; = cantidad de gas suministrado por el gasoducto i; i=1,2 sujeto a: = < o
.= cantidad de gas suministrado por el puerto i; i=1,2 '
(Z)I = gas suministgrado por la factorpl'a i alppunto de demanda j; i=1,2; j=1,2,3,4,5 P =B + By ¥a 5o
bij iables binari determi lor 11 | ",dlb' , B, , ,]i23 P, = B0 — Y1)+ B, (b, — y,) + By (0, - V,)
. = variables binarias que determinan con valor 1 la seleccion del barco B;; i=1,2,
=Y I_ > _I s qu I Y . ° I '_I G+ Py =dy+dp, +dj; +dy, +dyg
d. =var!ables cont!nuas [0,1]que fija porcentajes de descarf;]a del barco B;; i=1,2,3 g, + P, =0, +d, +d,,+d, +d,
y, = variables continuas para formular el producto b, -d;; i=1,2,3 d, +d, =D,
— d, +d, =D,
- Se minimiza la suma de todos los costes
o 2 5 3 4 d; +dy; =D,
Minimizar z=>">"C,d; +> bC, +> .Gg, d, +d, =D,
i=1 j=1 k=1 1=1
dis +dys = D;
sujetoa: h<b
b, “b,B,d, +b,B,d, +b,B,d, s,
1 >d —(1—
P, E blBl(l_dl) +szz (1_ dz) + baBs(l_ ds) Y= gl (1 bl)
____________________________ =
g1+p1:d11+d12+d13+d14+d15 yl_b
<
g2+p2=d21+d22+d23+d24+d25 Y225,
d,+d, =D, ST T T T T T T | Ye=1;
+ Los productos b; -d; se linealizaran introduciendo y; >d. —(1—b
_ ] o o Yy, =20, ( 2)
d12 + d22 Dz I I
d,+d, =D, ! i y, >0
I Yi < b I y.<Db
d14 + d24 =D, I I 3= 3
I y, < di ! Y, < d
d15+d25:D5 : b -d; >d —(1—b | ’ s
| yi2d;—(1-b) |y =d, - (1-hy)
AN Yi 20 //I Y3 >0
. Universidad 27




Modelo OPL
//Variables de decision //Funcién objetivo // solution (optimal) with objective
dvar int bl in 0..1; minimize 1*d11 + 1*d12 +100*d13 +100*d14 +100*d15 + 5g5
dvar int b2 in 0..1; 100*d21 + 100*d22 +1*d23 +1*d24 +1*d25 + ’d_1_1_=_1'_lﬁ 1A B e
- - . - 1 Z
dvar int b3 in 0..1; 1*bl + 1*b2 +1*b3 +100*gl +100*Qg2; 1d12 = 1.5} sl & s
i . = d d 1y?2
dvar float+ dl mn 0..1; //Restricciones d13=0; emandas ° y
dvar float+ d2 in 0..1; = di4=0
. ’ subject to ’
dvar float+ d3 in 0..1; { d15=0;
dvar float+ yl; pl==3*yl+4*y2+5*y3; d21=0;
dvar float+ y2; p2==3*(b1l-y1)+4*(b2-y2)+5*(b3-y3); d22 =0;
dvar float+ y3; gl+pl==d11+d12+d13+d14+d15; 1d23=1;° 15 Eaeie R
dvar float+ dii: gZ+p2=:(_iE1-{-d22+d23+d24+d25; d24=1; 1 suministra a las
dl1l+d21==1; 1d25=1 demandas 3,4y 5
dvar float+ di2; ] Ee e =250 R4
9 d12+d22==1.5; -
dvar float+ d13; e b1=0;
d13+d23==1; 3
dvar Tloat+ dl4; d14+d24==1; b2=0; Selecciona barco B,
dvar float+ di5; d15+d25==1; 103=1;
dvar float+ d21; yl<=bl; g1=0.5;
dvar float+ d22; yl<=dl; g2=0;
dvar float+ d23; y1>=d1-(1-bl); pl=2;
dvar float+ d24; y2<=b2; yl=0; -
dvar float+ d25; y2<=d2; y2=0; 40% de B, descargoa
y2>=d2-(1-b2); ':9,__0-4 en Puertol, el 60%
dvar float+ gl in 0..1; y3<=b3; IiEASLE b en Puerto2
dvar float+ g2 in 0..1; 3<=d3- p2=3;
4 : d1=0;
dvar float+ pl: y3>=d3-(1-b3); d2 = 0;
dvar float+ p2; 3 d3 = 0.4;
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@ °

implicacion y del operador relacional de la restriccién:

Variables indicadoras: control de la imposicion de una restriccién lineal

De la misma manera que hemos utilizado variables binarias indicadoras del valor de una variable continua, podemos utilizarlas como
indicadoras del cumplimiento de una restriccién lineal. En efecto, veamos las 4 alternativas que se presentan segun el sentido de la

d :1—>Zn:aixi <b
i=1

n

IN
er

n a. X+

Sid=1nosquedaZ o
E ax +Md<M+b -1
=

. W i—1 n
siendo M > Zaixi -b es una cota superior de Zai X — b
i=1

i=1

n
Sid =0 nos quedaz a;X;+ <M +b queno restringe nada porque M

Zn:aixi <b—>d=1
i=1

Y ax—(m-e)d>b+e; siendom<> ax —b

i=1 i=1

n
e = umbral a partir del cual consideramos Zaixi >b
i=1

d=1->ax b
i=1

Zn: ax;+=b

i=1

n
Y ax+m-d=m+b
i=1

Sid =1 nos queda

siendom< > ax —b =R
i=1 es una cota inferior de z ai Xi -b
i=1

n
Sid =0 nos queda Z a;x;+2m+ b que no restringe nada porque m

Zn:aixi >p—>d=1
i=1

D> ax—(M+e)-d>b—e; siendoM > ax —b
i=1 i=1

n
e = umbral a partir del cual consideramos Zaixi <b
i=1
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Representacion de operadores légicos

Si larestriccion Ri se cumple siy solosi &, =1, es decir R, <> 6, =1, entonces podemos escribir las siguientes equivalencias entre las
relaciones légicas entre restricciones y las operaciones algebraicas entre las variables indicadoras:

R VR, &6, +6,21 " , — — - )
1. Utilizando las relaciones de la légica proposicional podemos obtener la expresion algebraica de las
Rl . R2 VAN 51 =1 y 52 =1 variables indicadoras correspondiente a cualquier expresidn légica entre restricciones.

_‘R1 A 51 =0 2. Se supone que las variables indicadoras ya han sido introducidas con las restricciones analizadas en el
_ punto anterior.
R >R, 6-6,<0

X, X,<0,-0,=0

Ejemplo : conversion de una relacién légica en restriccion

Suponga que se quiere garantizar que si x <py y >1 entonces y =z +1 Siendo X, Y, Z variables enteras, es decir:

(X<b)A(x=21) > (y=2z+])

X<b)A(x2D) > (7=1) > (y=2z+])

(x<b) > (=1 X+M-a>b
(x>1) > (=2 x—M-p<1 donde: m<y-z-1, M>y-z+1
(a=)A(f=1)> (=12 a+pf-n<1
(r=)—>(y=2z+) y—z-m-z2>2m+1
(r=1) > (y<z+)) y—z+M - -7<M +1
Ejemplo

En un caso de programacion de produccidn, si cualquiera de los productos A 0 B se fabrican, entonces hay que fabricar C, D, E.
(X, Vv Xg) = (Xo VX5 VX)
Sea o, =1+« se fabrica el producto i
Introducimos ¢ tal que: 6, +0; 21— =1, que se puede modelar como:| d, +3J; +20 <0
Ademas : 0=1- 0.+, +05: 21, que se puede modelar como:| 6 -, —d, - <0
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Ejercicio
Una compaiiia estd planificando la apertura de varias tiendas en una ciudad dividida en 7 distritos. Después de un estudio se determinaron los 5

emplazamientos posibles para las tiendas. La siguiente tabla muestra : a) los distritos cubiertos por cada emplazamiento, b) los beneficios
esperados por cada tienda en los 5 emplazamientos, c) los costes de alquiler de los locales correspondientes a los 5 emplazamientos.

I Emplazamiento
Distrito 1 > 3 2 =
1
2
3
4
5
6
7
Beneficio(*10* euros) 36 39 44 41 38
Coste alquiler(*10* euros) 14 17 21 15 18

Determinar:
1) El emplazamiento de las tiendas que produce mayor beneficio de manera que cada distrito se cubra a lo sumo por una tienda.

2) Elemplazamiento de las tiendas que minimice el coste de los alquileres aunque un distrito pueda cubrirse por mas de una tienda.

Ejercicio alternativo

Al igual que hicimos en el tema 1, los alumnos pueden optar por definir su propio problema de programacién entera con las siguientes fases:
1. Especificacién de un problema real que pueda resolverse con un modelo de programacion lineal entera (pura o mixta).

2. Disefio del modelo lineal entero correspondiente al problema especificado.

3. Expresién del modelo en OPL Yy ejecucién en el entorno de desarrollo.
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